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AVERTISSEMENT. 


Le  Traue  d'^/^eftre  (premi^re  partie)  dont  nous  puhlions  au- 
jourd'hui  la  septieme  edition,  n'a  subi  aucune  modification. 
Le  texte  en  a  6t6  revu  avec  soin  :  quelques  am^liorations  de 
detail  y  ont  ete  introduitcs. 

Nous  avions  cru  devoir,  dans  les  ^ditions  pr6c6dentes,  faire 
droit  aux  observations  de  quelques  personnes,  qui  trouvaient  trop 
considerables  les  dimensions  du  premier  volume.  Nous  avions 
donc  supprime  les  resum^s  qui  terminaient  chaque  chapilre. 
Nous  avions  diminue  le  nombre  des  exercices,  en  niettant  do 
cöte  ceux  qui  etaient  les  plus  difficiles,  et  qui  paraissaient  au- 
dessus  de  la  port6e  des  commen^anls.  Enfin  le  chapilre  sur  les 
expressions  qui  se  presentent  sous  une  forme  indeterminee  avait  6t6 
rayc  :  nous  avions  pense  qu'il  valait  mieux  ne  s'occuper  de  ces 
sortes  de  questions  qu'aprfes  avoir  Studie  les  proprietes  des  d6- 
riv^es.  Nous  avions  pu,  de  cettc  iiianiere,  sans  sacrißer  rien 
d'essentiel,  ramener  notre  premier  volume  dans  les  limites  or- 
dinaires.  Nous  avons  maintenu,  pour  la  presente  edition,  toutes 
ces  modifications. 

H.  Garcet. 

Septembre    18*0 


AVEUTISSEMENT 

PLACE   LN  TlliTE  DE   LA  TUOISIEME  EDITION. 


M.  J.  Bertrand  nous  a  confiö  Ic  soin  de  r^imprimer  son  Al- 
gbbre.  Eii  acceplant  cctte  mission,  nous  lui  avonssoumis  Ic  plan 
de  (|uolqucs  niodilicalions  qu'il  a  adiiiises,  cl  dont  nous  allons 
rendre  coinpte. 

L'ouvragcsccompose  de  deux  volumcs.  Le  premiercomprend 
les  6l6ments  proprcMncnl  dils,  c'cst-ä-dire,  le  calcul  algehrique, 
]a  r^solulion  des  6qualions  du  premier  et  du  second  degre,  les 
progressions,  les  logarilhmcs  et  leurs  applications  los  i)lus  sim- 
ples. Le  second  coniprend  les  seriös,  la  foiniule  du  binunic,  les 
compl^menls  de  la  thöorie  des  logarilhmes,  les  fonctions  deri- 
v6es  et  la  Ih^orie  gön^rale  des  6quations. 

Les  (^16ments  d'Algöbre  doivent  elre,  ä  notre  avis,  enseignös 
avecles  plus  grands  dotails.  La  matiöre  est  si  abstraite  en  elle- 
in^me;  lesg6n6ralisations,  que  Ton  rencontretoutd'abord,  sont 
si  importantes  pour  le  succös  des  etudcs  ultörieures;  les  discus- 
sions,  ä  l'aide  desquelles  on  envisage  une  queslion  sous  toutes 
ses  faces,  sont  si  dölicates,  qu'on  ne  doit  nögiiger  aucun  d^ve- 
lopponient,pour  initicr  les  eleves  aux  mölhodos  etaux  procödt^s 
de  YArithmetique  universelle.  Or,  lorsqu'on  ne  consacre  qu'un 
volume  ä  l'expos6  de  toules  les  theories  de  l'Algebre,  il  est  bien 
difficile  de  ne  pas  sacrifier  la  premiere  parlie  ä  la  seconde,  si 
Ton  ne  veut  pas  donner  au  volume  des  dimensions  trop  consi- 
derables.  II  nous  a  donc  paru  convenable  et  utile  de  partager 
l'ouvrage  en  deux  volumes. 

D'un  autre  cotö,  la  division  que  nous  avons  adopt^e  cor- 
respond  exaclementaiixdivisions  meines  de  l'enseignementdans 


AVERTISSEMENTS.  III 

les  lycßes.  Le  premier  voliime  renferme  le  döveloppement  du 
Programme  de  mathematiques  pures  et  appliqu6es,  il  comprend 
toutes  les  connaissances  exigöes  poiir  l'examen  du  baccalaur6at 
äs  sciences,  etpourles  6preuves  d'admission  ä  l'EcoIe  Militaire, 
ä  l'Ecole  Navale,  ä  l'Ecole  Forestiöre  et  ä  l'I^cole  Centrale  des 
Arts  et  Manufactures.  II  s'adresse,  par  consequent,  ä  la  graride 
majorlt6  des  Kleves  qui  suivent  les  cours  de  sciences,  dans  les 
etablissements  d'instruction  secondaire.  Le  second  volimie  con- 
tient  les  malleres  dont  la  connaissance  n'est  exig6e  que  des 
candidats  ä  l'Ecole  Polytcchnique,  ä  l'ßcole  Normale  sup^rieure 
et  ä  la  licence  es  sciences  mathematiques.  II  est  destin6  aux 
Kleves  de  mathematiques  speciales.  A  cet  autre  point  de  vue,  la 
division  en  deux  volumes  nous  a  paru  indispensable. 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  dirc  qu'en  nous  chargeant  de 
cette  troisieme  Edition,  nous  avons  scrupuleusement  respecl6 
les  doctrines  qui  distinguent  ce  llvre  des  autrcs  ouvrages  6crits 
sur  le  meme  sujet.  Depuis  longtemps  d6jä,nous  aimons  et  nous 
cherchons  ä  propager  les  id^es  de  l'auteur.  Nous  n'avons  donc 
rien  change  ä  l'esprit  du  livre ;  et  noLre  röle  s'est  borne  ä  deve- 
lopper  quelques  theories  qui  s'y  trouvaient,  peut-etre,  trop  suc- 
cinclement  expos6es,  et  que  nous  avons  present6esavec  plus  de 
details.  Lorsqu'on  hösite  entre  deux  formes,  l'expörience  de 
Tenseigneinent  conduit  presque  toujours,  en  effet,  ä  preförer 
Celle  qui  presume  le  moins  de  la  penetration  des  auditeurs. 
Nous  avons,  sous  cc  rapport,  Iraito  nos  lecteurs  comme  nos 
jcunes  eleves.  Ils  nous  le  pardonneront,  si,  comme  eux,  ils  ar- 
rivent  par  lä,  avec  moius  d'efforts,  ä  comprendre  et  ä  savoir 
aussi  bien. 

Les  nombreux  exerclces^  proposes  ä  la  fin  de  chaque  cbapitre, 
ont  ele  augmentes,  et  classes  de  maniere  ä  graduer,  autant  que 
possible,  les  diflicultes.  Nous  avons  cru  devoir  indiquer,  par 
un  mot,  la  Solution  de  chacun  d'cux ;  nous  avons  meme  donn6 
tres-bri6vement  la  marcheäsuivre,  lorsque  cette  Solution  nous 
a  paru  trop  diflicile  ä  d6couvrir.  Nous  avons  voulu,  par  la, 
aider  l'eleve  dans  ses  recherches,  tout  en  laissant  un  aliment 
süffisant  ä  sou  Iravail. 


'^  AVEUTISSE-MENTS. 

Cesexercices  imiltipliös  et  leurs  Solutions  nous  -.nt  forcö  de 
donncranpremiorvühMm^,qui  paraft  ai.jourd'hui,  des  dimen- 
sions  assez  consid.'Tables;  niais  nous  espn-ons  quo  Ic  Icctcur 
n  aura  pas  ä  se  plaiiidre  d'uae  exlcusion  qui  lounie  au  prolit  de 
ses  6tudes. 

H.  Garcet. 

Novembre  1862. 
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PREMIERE    PARTIE. 


NOTIOAS  PRELIMINAIRES. 

1.  Definition  de  l'algebre.  —  LaUfehre  a  pour  objet  d'abreger, 
de  simplißer  et  surtout  de  generaliser  la  rösolulion  des  queslions 
que  Ton  peut  se  proposer  sur  les  nombres. 

Pour  atteindre  ce  but,  l'algebre  emploie  les  letlres  et  les 
signes. 

2.  Emploideslettres.  —  Les  lettresrepresentent  les  nombres. 
Au  lieii  de  raisouiier  et  d'operer,  comme  en  arithiiielique,  sur 
des  nombres  parliculiers  designös  d'avance,  on  raisonne  et  on 
opere,  en  algebre,  sur  des  leltres  a,  b,  c,...  x,  y....  Par  suite,  les 
d(^monsirations  que  Ton  donne  et  les  regles  auxquelles  on 
arrive,  s'appliquant  ä  tous  les  nombres  indistinetement,  sont 
g^n^rales. 

5.  Signes  algebriques.  —  Les  nombres  devant  rester  indeter- 
mines,  on  ne  peut  pas  effecluer  les  Operations,  et  il  faut  se  bor- 
ner ä  les  indiquer  ä  l'aide  de  certains  signes  abrevialifs. 

Les  signes  usiles  en  algebre  sont  les  suivants  : 

+  est  le  signe  de  l'addilion ;  il  se  pronouce plus:  7  +  5  indique 
la  somme  des  deu.v  nombres  7  et  5. 

—  est  le  signe  de  la  soustraclion;  ilse  pronouce r/ioi;i5;  7—5 
indique  ia  ditference  enlre  les  deux  nombres  7  et  5. 

Alg.  B.  Fe  Partie  1 


2  NÜTIONS   PBtLIMlNAIRES. 

X  est  lo  !>']<2;nc.  do  l;i  iniilli|)licali()ii ;  il  se  prononco  muUiplU 
par;  4X5  inili(|iie  le  proiluil  di's  dciix  iioiiihrcs  4  et  5.  Oii  in- 
(li(]ue  jiuGsi  la  iimilifilitjüion  |)ar  uri  poiiil;  aiiisi  l'on  (^cril  4.5. 
Oll suppiimc  s(niv(Mit ccs  sij^iics,  lorsnuc  los  iioiiihres  soiil  r('[)r^- 
scnli'S  par  des  lellros;  et  l'ou  so  horiic  ä  iii(li(jiu'r  la  niuUipli- 
calion,  en  öcrivant  les  faclcurs  l'nn  aprös  l'autte,  ab  an  lieu 
(icaxb,  ou  de  a.b.  Celle  smiplilicitiori  iie  peul  ölic  adopt^e 
poiir  les  faclcurs  miineri(|ues;  car  eile  condiiiiail,  par  ex.'inple, 
i\  rcpresenler  de  la  iiiöine  luaniöie  le  iiüinljre  54  et  le  produit 
5X4. 

:  signific  divisi  par;  5  :  7  indique  le  quotient  de  la  division 
du  noinbre  5  par  le  nombre  7.  On  iiiiliqiie  aussi  les  divisions  en 
äcrivant  le  diviseur  au-dessous  du  dividende,  et  en  separanl  les 

5 
deiix  lenncs  par  une  barre  horizontale;  -  indique    le   quotient 

de  la  division  de  5  par  7. 

Lorsque  les  divers  facteurs  d*un  produit  sont6gaux  cntre  eux, 
on  se  borne  ä  6crire  Tun  deux,  en  pla^ant  ä  droile  et  au  dessus 
de  lui  rindicatlon  du  nombre  des  facteurs  6gaux  que  l'on  doit 
iniilliplier;  ainsi  a*represenle  aXa,  ou  le  carre  de  a;  a*  repr6- 
sente  aXaXa,  ou  le  cubc  de  a;  a"  reprösente  le  produit  de  ni 
facteurs  ögixnx  ä  a,  ou  la  puissance  m"*  de  a.  Le  nombre  des 
facteurs  ^fi^aux  regoit  le  nom  d'exposant. 

\J  indique  la  racine  carree ;  \I1  indique  la  raeine  carröe  du 
nombre  7.  On  indicjue  les  racines  cubique,  quatriöuie....  de  a, 
par  y/a,  \Ja...  En  designant  parmun  nombre  enlier  quelconque, 
'\/a  indi(iue  la  raeine  m"'  de  a,  c'est-ä-dire  le  nombre  qui  mul- 
liplie  {m  —  1)  Ibis  par  lui-meme,  reproduit  a. 

:=  exprime  l'ögalite  des  expressions  plac<^es  ä  droile  et  ä 
gauche  de  ee  slgiie;  a  =  6  cxprimc  rcgalite  des  deux  iiombres 
represcntös  par  aet  b. 

>•  ^^ enoncQ  plus  grand  que;  a'^b  exprime  que  le  nombre  d6- 
signe  par  a  est  plus  grand  que  le  nombre  designe  [)ar  b. 

<Z  s'önonce  plus  pelit  que;  a<ib  exprime  que  le  nombre  d6- 
signö  par  a  est  plus  petit  que  le  nouibre  design6  par  b. 

Lorsqu'on  place  une  expression  entre  deux  parenlhäses,  il 
faut  regarder  coimne  eflectuees  les  Operations  qui  y  sont  indi- 
quf^es,  et  la  parentb^se  comme  exprimant  le  nombre  qui  en  re- 
sulte.  Ainsi  l'expression  19  —  (44-2  — l)indique  l'exces  de  lösur 
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le  nombre  (4+2  —  1),  c'esl-ä-dire  sur  5.  Dem^nie  l'expression 
(a-{-b)  {c — f/)(ndique  le  produit  de  la  somme  des  noinbres  re- 
presentes  parael  b  et  de  la  differeace  des  nombres  represenl^s 
jjar  cet  d. 

Lorsque,  dans  une  questlon,  cprtairies  quantitös  ont  ^te  re- 
presenl^cs  par  des  lettres,  on  represente  souvent  des  quantit6s 
analogues  par  les  minies  lettres,  en  ieur  doun.int  un  ou  plu- 
sieurs accents,  ouen  lesafTeclant  de  cerlains  indices  nuineriques. 

Ainsi  on  ecrit  a,  a\  a",  a",... 

et  Ton  enonce  a,  aprime,a  seconde,  a  tierce....; 

ou  bienl'on  ecrit  a,  Qi,  02»  öjv- 

et  Ton  enonce,  a,  a  indtce  l,a  indice2,  aindlce  3..., 

Montronsmaintenant,  par  quelques  exemples,  commentrem- 
ploi  des  lettres  et  des  signes  abrege  et  genäralise  les  Solu- 
tions. 

4.  Emploi  des  signes  comme  mgyen'  d'abreviation.  —  On 
üropose  de  partager  540'  entre  ti^ois  personnes,  de  teile  sorle  que 
la  part  de  la  premiere  surpassß  la  p:irt  de  la  seconde  de  48*", 
el  que  la  part  de  la  seconde  surpasse  la  part  de  la  troisüme 
de  75'. 

Le  Probleme  serait  resolu,  si  Von  connaissait  la  troisiärae 
part.  Orla  seconde  vaut  latroisieme  augmentee  de  75'. 

La  premiere,  vaiant  la  seconde  augmentee  de  48',  vaut, 
par  suite,  la  troisieme  augmentee  de  75'  et  de  48',  c'est-ä-dire 
de  123'. 

Les  trois  parts  vilent  donc,  en  somme,  trois  fois  la  troisieme, 
plus  75'  el  123',  c'est-ä-dire  plus  198'. 

Comme  la  somme  a  partager  est  540',  en  relrancbant  198'  de 
540',  ce  qui  donne  342'.  on  obtirnt  trois  fois  la  troiMcme  part. 

La  troisieme  part  est  dune  le  tiers  de  342',  011  114'. 

Par  suite,  la  seconde,  qui  vaut  75'  de  plus,  est  egale 
;i  189'. 

Et  la  premiere,  qui  vaut  48'  de  plus  que  la  seconde,  est  c'gale 
li  237'. 

Comme  verilication,  on  remarque  que  la  somme  des  trois 
nombres  237,  189  et  1 14  est  bien  egale  ä  540. 

Employons  maintenant  les  signes,  et  representons  par  une 
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lotlrea;  la  parlde  h\  troisi^inc  peisonnc  :  iioiis  foniicronslc  ta- 
bloaii  suivaiit  : 

r.irt  de  la  ti"oisic!mo  peisoinic x 

P.ul  de  la  secoiule x-^lb 

Pari  de  la  preiniere a;  +  75  +  48,  ou    0^+123 

Soi'.ime  des  Irois  paits. .  .'r-|-rr  +  75-[-a;+ 123,  oii  3a;+198 

On  adone 3.^4-198:^540. 

Si  de  ces  deiix  (iiianliles  t'gales  on  lelraiiclie  198,  les  restes 
sollt  e^aux,  et  Ton  a 

3j:=5fi0— 198,     oii3a;  =  342. 

342 
Tarsuile  x= -^,     ou    a;=114. 

(3nvoit  aiseineiUcoiiiment  Teinploi  dessigneset  de  la  lettre a?, 
pour  rcprrseiiter  rinconnue,  abrt'ge  et  l'acilitc  la  Solution  du 

jjiohli'ine. 

15.  Emploi  dks  lettres  comme  moyende  generalisation. —  La 
iiKihodi;  (pi(!  nous  venons  de  donner  iie  nous  luuriiil  qu'un  re- 
sull.il  i.solö.  Rien,  ditns  ctMÖsultat,  ne  nous  indique  les  opeia- 
tiuiiS  ä  laire  poui'  deduiie  desdonneesla  Solution  demand6e  :et 
si  üoiis  voülions  resoudrele  meme  problenie,  en  changeant  cos 
donnees,  il  nous  laudrait  reconnnencer  le  raisonnement  et  le 
oalcul  pour  obtenir  la  Solution  nouvelle.  Mais  si  Ton  repr^senle 
les  donnees  par  des  iellres,  les  caleuls  ne  ()euvcnt  plus  s'efreetuer; 
et  le  resullal  oblenu  fournit  la  niarche  ä  suivre  pour  rösoudre 
lumieriquement  lous  les  prol)lenies  de  meine  cspece. 

Reiirenons,enefret,le  ptoblöme  pr^cedenl;  et  d^signonspar?i 
le  nonibieä  partager,  parrfi  l'exces  de  la  premiere  parlie  sur  la 
seconde,  et  [)ar  d^  l'exces  de  la  seconde  sur  la  Iroisieme.  E:i  re- 
pctanl  sur  ces  lettres  les  raisonneinenlsdu  n^  4,  nous  lonneions 
le  lableau  suivant  : 

Troisieme  partie. x 

Seconde  partie '  x-^-ih 

Premiere  parlie x-\-d2-{-di 

Summe  destrois  parties 3j;-j-2c/j-f(/i. 
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Puisque,  d'apres  l'enonce,  n  est  le  iiombre  ä  partagcr, 

Sx-\-2d2-{-di  =  7i. 

Soustrayant  di  et  2di  des  dcux  niembres, 

3a;  =  71  —  dl  —  2(/j, 
et  divisant  par  3, 

n  —  di  —  1  di 

^= — j —  m 

Ce  resuKat  nous  apprend  quo,  pour  trouver  latroisiemepart,il 
fallt,  du  nombre  ä  partager,  sousiraire  successivemcnt  la  premiere 
diffcrence  et  deux  fois  la  secondc,  puis  diviscr  le  reste  par  3. 

On  a  ainsi  une  regle  generale  pour  resoudre  tous  Jes  problämes 
de  cette  espece,  c'est-ä-dire  tous  ccux  dont  l'cnonc6  ne  variera 
que  par  la  valeur  numerique  du  nombre  ä  partager  et  par  les 
differences  successives  de  ses  parlics. 

6.  FoRMULES  ALGEBRiQUEs.  —  Lcs  expressioDs  telles  que  [1] 
qui  iudiquent  la  serie  des  Operations  ä  effcctuer  pour  resoudre 
une  question,  lorsque  les  noinbres  dünnes  sont  representes  par 
deslettres,  se  nomment  des  formules. 

On  dit  quelquefois  que  l'algebre  est  la  science  des  formules. 

7.  Utilite  des  formules,  —  L'avantage  qu'il  y  a  ä  renfermer 
ainsi,  dans  une  forraule  generale,  un  nombre  intini  de  cas  par- 
ticuliers,  est  une  chose  Evidente  en  elle-meme.  II  n'est  pasinu- 
tile  cependant  de  le  faire  ressorlir,  des  ä  präsent,  nar  quelques 
exemples. 

En  premier  lieu,  l'enoncö  des  tbeoremes  gcneraux  se  trouve 
considerablement  abrege,  et,  par  lä,  plus  tacile  ä  retenir.  Ainsi, 
au  lieu  de  dire  :  La  somme  de  deux  nombres  est  la  meme  dans  quel- 
que  ordre  quon  les  ajoulc;  le  produit  de  deux  facteurs  ne  change 
pas  quand  on  les  intervertit ;  pour  multiplier  deux  puissances  d'un 
meme  nombre,  ü  sufßt  d'ajouter  les  exposants;  on  ecrira  : 

a-\-b  =  b-\-a,      ab  =  ba,      a"*  X  a"  =  a"*"^" ; 

et  pour  qiiiconque  connait  la  langue  alg6brique,  les  thc^or^mes 
sont  tout  aussi  bien  enonces  par  ces  formules  que  par  les  trois 
phrases  ecrites  plus  haut. 

En  second  lieu,  l'emploi  des  formules  simplifie  la  dämonstra- 
tion  des  Iheoremes.  En  voici  un  exemple  : 

Un  mobile  se  meid  d'un  mouvement  uniforme;  sa  vitessCf  c'est-ä- 
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üive  l'espace  qu'il  parcourt  davs  Vuniie  de  temps,  est  v:  qucl  scra 
l'csiuicc  X  paicouni  dims  un  temps  l? 

Ü'aprös  la  duliiiilion  du  mouvemeiit  uniforme,  les  cspaces  pai  - 
conrus  sout  proporlionncls  aiix  tcm{^.s;  on  a  tloiic  : 

•L—  ^ 
V  ~  I' 

D'uLi  Tun  couclul,  on  loduisanl  au  meine  dc'nominatcur, 

x  =  vt\  [2] 

c'est  li  la  formule  dtMiiantlcc. 
On  en  di'duil  innmidialcment  les  dcux  nouvelles  formulcs  ; 

[3]  ..=  f.  <  =  f.  W 

La  formule  [2]  rcnd  6vidents  les  tliöorömes  suivants  : 

Dans  un  mouvcmcMit  uniforme,  l'espace  parcouru  pendant  un 
temps  donne  est  proporlionnel  ci  la  vilesse;  pour  une  vitesse 
donnöe,  11  est  proporlionnel  au  temps;  et,  cn  gi^neral,  il  est 
6gal  au  produil  du  temps  par  la  vitesse. 

De  la  formule  [3]  on  dediiit  les  tlieorf'mes  suivants: 

Dans  un  moiivement  uniforme,  la  vilesse  est  proporlionnelle 
ä  l'espace  parcouru  pendaiitun  temps  donn6;  digesten  raison 
inverse  du  lemps  employe  ä  parcourirun  espace  donn6  ;  et,  en 
g^nt^ral,  eile  est  egale  au  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps 
employö  ä  le  parcourir. 

Enlin  on  conclut  de  la  formule  [4] : 

Le  temps  employ6  ä  parcourir  un  espace  donne  est  inverse- 
mcnt  proporlionnel  ä  la  vilesse;  lorsque  la  vitesse  est  donn6e, 
le  temps  est  |)roporlionnil  ä  l'espace  ü  parcourir;  et,  en  gene- 
ral,  le  temps  est  egal  au  rapport  de  Tispace  parcouru  ä  la  vi- 
tesse du  mobile. 

Chacun  de  c€3  Iheoremes  exigerail  une  demonslration  speciale 
plus  ou  moiiis  developp^e,  si  oo  les  abordait  directement*;  les 
formules  [2],  [^],  [4],  les  rendent  e\idenls  pour  tous  ceux  qui 
connaisseiit  la  valeur  des  loculions,  grandeurs  proporlioinullcs 
et  invcrscment  proporlionnelles.  (Von*  VArllhmetique.) 


*  Galiliie,  qui  ne  faisait  pas  iisnge  de  formules,  y  a  consacre  quatre  jiages. 
{Giornata  tersa,  de  Motu  iiquabili.) 
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Citons  un  autre  exeraple.  On  d^montre  en  g(5om6trie  Ics 
Ihöoremes  suivanls : 

1°  Delix  circoiif^rencessont  entre  elles  comme  leiirs  rayoiis  : 
en  d'aiitres  terines,  il  existe,  entre  une  circonfercnce  G  cl 
son  rayon  R,  un  rapport  constant  1-k  ;  on  a,  par  consequent,  la 
forinule 

G=:2TrR.  [5] 

2°  Deux  cercles  sont  entre  eux  comme  les  carres  de  leiirs 
rayons. 

3°  Un  cercle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  circonference  par 
la  moilie  de  son  rayon ;  en  d'autres  termes,  sa  surface  S  est 

mesur^e  par  le  produit  C  X  ^  >  et  Ton  a 

S  =  Gx|  =  2-Rx|=7tR».  [6] 

Or  cette  derniere  formule  rend  6vident  le  second  des  Iheoremes 
enonces,  «  la  surface  d'un  cercle  est  proporlionnelle  au  carr6 
de  son  rayon.  »  On  pourrait  donc  se  dispenser  d'en  faire  un 
th^or^me  distinct  des  deax  autres;  et,  surtout,  on  ne  doil  pas 
on  donner  une  d^monslralion  directe. 

Si  l'on  se  bornait  ä  enoncer  les  iheoremes,  sans  en  reduire  les 
consequences  en  formules,  celle  döpendance  des  proposilions 
pourrait  rester  inapercue. 

ö.  Classification  des  formules.  —  On  nomrae  expression  oii 
quantite  alyebrique,  un  eusemble  deleltres  et  de  nombresröunis 
par  quebjues-uiis  des  sig^nes  des  Operations.  Les  expressions  al- 
g6bri(]ues  peuvent  couTprendre  l'indicution  des  six  Operations  : 
addition,  soustraction,  multiplication,  division,  61evation  aux 
puissances,  extraclion  des  racines.  Aiusi 

I3cn{2c-^d)\/g' 
a — i^b 
est  une  expression  algebrique. 

Une  ex[iression  est  rationnelle,  quand  aucune  extraction  de 
racine  n'y  est  indiquee.  Des  deux  expressious 

— ,         ^a^_|_^*_^rt_j_^_|_C  _!_/;, 

la  prcmifere  est  rationnelle,  et  la  seconde  irraüonnelle» 
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Uno  rxpression  ratioiinellr,  iiiii  ne  contiont  Tindicntion  d'au- 
cunodivisiüii  csl  dito  cnlicrc.  Des  dcux  cxprcssions 

h\  promiire  est  cnlit'irc  et  la  srcoiide  est  fraclionnaire. 

Une  expression,  qui  nc  conücnt  aucunc  inüicalion  d'addition 

ou  de  soiislraclion,  se  iiommc  monome.  Par  cxeinplc,  les  expres- 

3 
sions   13a'6*c,  -  xhj,  sont  des  monomes. 

On  distingue  dans  im  monomo  le  cocfficient,  les  lettres  etleurs 
exposants.  Le  cocfficient  est  le  facleur  iiuinörique  qui  pr6c6dc 
Texprcssion  :    il  porte  sur  la  quanlilö  tout  eiitiöre.  Dans  les 

3 
exemples  cit6s,  13  et  -sont  des  coeiücients  :  ils  indiquent  que 

les  quanlitesa'6*c,  et  a;'y  doivent  6lre  respeclivement  mullipli6es 

3 
par  13  et  par  -.  L'exposant  n'affecte  que  la  lettre  au-dessus  de 

laquelle  il  se  trouve.  Ainsi  l'expression  13a'6*c  est  l'indicalion 
abr6gt'e  du  produit 

a-XaXaXbXbxbXbXcXlZ. 

Quand  un  monome  n'a  pas  de  cocfficient,  quand  une  lettre  n'a 
pas  d'cxposant,  on  doit  les  considerer  comme  ayant  le  coeffi- 
cient  1  ou  l'exposant  1. 

Lorsque  plusieurs  monomes  sont  röunis  par  les  signes  +  ou  — , 
l'expression  est  un  polynome,  dont  ils  sont  les  termes.  On  consi- 
dere  ordinairemcnt,  conune  faisant  partie  d'un  terme,  le  signe 
qui  le  preccde.  Ainsi,  dans  le  polynome 

8a;'  —  bax"^  -f"  6^'^  —  ^^^i 
les  termes  sont      8a;',  — 5aa;*,  -\~6a^x,  — 4a'. 

Un  terme  qui  n'a  pas  de  signe  est  considere  comme  ayant  le 
signe -f.  Les  termes  affect6s  du  signe  +  sont  (l'üs  positifs ;  les 
termes  prec6d6s  du  signe  —  sont  dits  negatifs. 

Un  polynome  se  nomme  binome,  quand  ila  deux  termes  ;  tri- 
nome,  quand  il  en  a  trois,  et  ainsi  de  suite. 

On  nomme  degre  d'un  monome  entier,  la  somme  des  expo- 
sants des  lettres  qui  y  entrent.  Ainsi  l'expression  7a'6'c  est  un 
monome  du  6«  degre. 


i 
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On  (lit  qu'iin  polynome  entier  est  homogene,  lorsque  tous  ses 
teimes  sont  du  meme  degr6  :  ce  dc^r6  est  li*  degre  d'homogeneile 
du  polynome.  Ainsi  Tcxpression  5x* — 3abx^ -\- kac^x  —  2a^6c  est 
un  polynome  homogene  du  4*  degrö. 

9.  La  valeur  numerique  d'une  expression  alg^brique  est 
ie  nombre  que  Ton  obtient,  quand  on  remplace  les  lettres 
qui  y  entrent  par  les  valeurs  qui  leur  sont  atlribuees,  et  qu'on 
elTectue  les  Operations  indiqu^es  par  les  signes.  Reduire  une 
i^xpression  algebrique  en  nombre,  c'est  trouver  sa  valeur  nume- 
rique. 

II  suit  de  la  definition  pr^c6(lente,  que  Ton  peut  regarder  la 
valeur  numerique  d'un  polynome  comme  ätant  la  difTerence 
enlre  la  somme  des  valeurs  numeriques  des  termes  qui  sont 
pr6c6d6s  du  signe  -f- ,  et  la  somme  des  valeurs  numeriques  des 
termes  qui  sont  precedes  du  signe — . 

S'il  arrivait  que  la  seconde  somme  l'emportät  surla  premiere, 
le  polynome  n'aurait  pas  de  signification.  On  verra  bienlot  com- 
menl  on  doit  considerer  de  pareils  resultats. 

10.  Termes  semblables  :  leur  reduction.  —  On  dit  que  des 
termes  sont  semblables  dans  un  polynome,  lorsqu'ils  sont  com- 
poses  des  memes  lettres,  et  que  ces  lettres  sont  affectees  des 
mömes  exposants.  Par  exemple,  -}-  15a'i^c,  —  laWc.  Deux  termes 
semblables  ne  peuvent  difförer  que  par  le  coefficient  et  par  le 
signe. 

On  peut  toujours  reduire  des  termes  semblables  en  un  seul. 
En  cffet,  si  Ton  rencontre  dans  un  polynome  deux  termes  sem- 
blables positifs,  par  exem[)le,  -\-la^b-\-^a'^b,  on  peut  les  rem- 
placer  par  le  terme  unique  -f-  I6a^6.  Si  les  deux  termes  sont 
n(^^gatifs,  comme  —  la'^b  —  9a*ö,  on  peut  leur  substituer  le  terme 
—  16a^ö.  S'ils  sont  de  signes  contraires,  comme  +  9a^^  —  7a-6, 
cctte  difTerence  ^quivaut  ä  -f-  2a'ö.  S'il  s'agit  de  l'expression 
-j-  la^b  —  9a'ö ,  il  est  evident  qu'on  peut  la  remplacer  par  le 
terme  —  2a^ö. 

Ainsi,  pour  reduire  plusieurs  termes  semblables  en  un  seul, 
on  fait  la  somme  des  coefßcients  des  termes  precedes  du  signe  -f-, 
puis  la  somme  des  coefficienls  des  termes  precedes  du  signe  — ; 
on  retranche  ensuite  la  plus  pctile  somme  de  la  plus  grande.  et 
Ion  met  devant  le  reste  le  signe  de  celte  derniere  somme.  Enfin  on 


iO  NOTIONS  PMI- LIMINAIRES. 

fü'a  siliere  ce  cocfficicnt  de  la  parlie  lilleralc  commune  ä  tous  Ics 
teniies. 
I*.ir  «'xemple  Ic  polyiioine 

ba'b'  +  12«V—  6a»6«  — a'i«— 4a6»— 7n!y»-f  2a6^ 
ser«iduiU  lOaV— 9a6». 


LIVRE  I. 

DU  CALCIL  ALGEBRIQUE. 


11.  Expressions  equivalentes.  Oii  dit  qiie  deux  expres- 
sions  algebriques  sonl  equivalentes,  lorsqu'eii  y  remplaqant  cha- 
cunedes  leides  quVlics  realcnnent  par  unc  valeur  paniciiliere, 
choisie  arbilrairement,  elles  prennent  des  valeurs  numeriques 
toujours  6gales  entre  elles.  Ainsi  les  deux  cxpressions  (a-}-fe)' 
et  a'^-\-'2ab-{-b'^  sont  equivalentes. 

12.  Operations  algebriques.  Puisque  tonte  quantitö  algö- 
brique  doil  eire  considejce  coinuie  un  nonibre,  on  definit  les 
Operations  algebriques  de  la  mßine  maniere  qua  Celles  qui  portent 
le  meine  nuui  eii  aritluDetique.  Mais  les  Operations  algebriques 
se  faisant  sur  des  letlres,  il  est  impossible  de  les  executer  jus- 
qu'au  bout,  et  Ton  doit  se  borner  ä  les  indiquer. 

Aussi  le  calcul  algebrique  consiste-l-il  seulement  ä  transformer 
wie  formule  en  une  autre  plus  simple,  mais  cquivaknle. 

Par  exeniple,  quand  on  sub^litue  a*  au  produil  a^Xa^  ou 
a-\-b  ä  l'exprcssion  \/a^-^2ub-\-b^,  on  fait  iine  Operation  alge- 
brique :  et  l'on  dit  quelquefois  que  Ton  effectue  le  produit  de 
a^  ])ar  a',  ou  Texlraction  de  la  racine  carree  de  Texpression 
a^\-2ab-^bK 


GIIAPITRE  I. 

ADDITIOIV  ET   SOUSTRACTION  ALGEBRIQUES. 

§  I.  Addition  et  soustraction  des  monomes. 

13.  Regle  d'addition  des  monomes.  Pour  additionner  des  mo- 
nomes,  on  les  (icrit  les  uns  ä  la  suite  des  autres,  en  les  separant  par 
le  signe-]-.  On  forme  aiusi  un  poiynoine  qui  est  la  somme  clier- 
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rliee  :  s'il  roiifcM-mo  des  lerincs  sembhibles,  on  a  soiii  de  Ics  r6- 
iluire  en  iin  scul  (10). 
KxEMPLE.  La  somme  des  monomes  4n,  3ö,  ^)C,  2a,  Gb,  80,  est 
lia  +  Zb  +  bc  +  2a+(jb  +  8c , 
etseröiluitä  6a+9b+i:]c 

14.  RfeGLE    DE    SOUSTRACTION   DES    MONOMES.    POUV   SOUSlvaive 

d'un  monomc  iin  autre  monome,  on  ecrü  le  sccond  u  La  suite  du 
jircmicr,  cn  lc\s  scpnraiil  par  Ic  sifine  — .  On  forme  ainsi  un  l)i- 
iiome,  qiii  est  la  üij]crcncc  demandee.  Si  les  deux  ternies  sont 
scrnlilaliles,  on  les  i(5duit  eii  unseul. 

ExEMPLE.  LadifTörence  des  moaomes  \]la  et  sj'ib  est 

\Jla  —  \/3&« 
Celle  des  monomes  8a'5'c  et  ha''b^c  est 

Wb^c-ha^bH 
et  se  r^duit  ä,  M^bH. 

Ces  deux  Operations  alpY'briqiics  6tant  les  plus  simples  de 
toules,  on  congoit  qu'il  ii'y  a  pas  iieu  de  les  simplilier. 

§  II.  Addition  et  soustraction  des  polynomes. 

15.  PrINCIPES  POUR  L'aDDITION  et  LA  SOUSTRACTION  DES  PO- 
LYNOMES. Tj'addition  et  la  soustraction  des  polynoines  reposent 
sur  quelques  princi|)es  que  nous  allons  önoncer,  et  qui  sont 
6videnls  pour  la  plupart. 

1°  Une  somme  reste  la  meme,  dans  quelque  ordre  que  Von  ajoute 
ses  diverses  parties. 

2°  U7i  fiolynome  ne  change  pas  de  valeur  numerique,  quel  que 
soit  Vordre  dans  lequel  on  ecrive  ses  termes.  11  est  ögfil»  en  effef, 
dans  lous  les  cas,  ä  l'excfes  de  la  somme  de  ceux  qui  sont  prö- 
c6des  du  signe  -\-  sur  la  somme  de  ceux  qui  sont  prec6d(§s  du 
signe  —  (9). 

3°  Pour  ajouter  ä  un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres,  il 
sufjit  de  lui  ajouter  successivcmenl  chacun  d'eux. 

k°  Pour  ajouter  ä  un  nombre  la  difference  de  deux  autres, il  suffil 
de  lui  ajouter  le  premier,  et  de  retrancher  le  second  du  resultat. 

5°  Pour  retrancher  d'un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres,  il 
su/fu  d'en  retrancher  successivcmenl  chacun  d'eux. 
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6°  Pour  retrancher  d'uii  nombre  <i  la  dißcrence  (b  —  c)  de  deux 
aiitres,  ü  faul  lui  ajouter  le  second  c,  et  retrancher  le  prcmier  b  du 
resuliat.  En  cffet,  la  difference  entre  deux  nombres  a  et  {b  —  c) 
ne  change  pas,  lorsqu'on  ajoule  un  meine  nombre  c  ä  ses  deux 
termes.  L'exces  de  a  sur  (b  —  c)  est  donc  le  meme  qua  celui  de 
{a-{-c)  sur  b ;  il  est  donc  (a-j-c  — 6). 

Ges  principes  s'expriment  par.les  formules  suivantes: 

a-\- b -{-c -\-d  =zd-\-c-\-b-{-a;  [1] 

a —  b -{-c — d=c-\-a — b  —  d;  [2] 

a-{-{b-\-c  -{-d)  =  a  +  b-{-c-\-d;  [3] 

a4-(b  —  c)=a  -}~b  —  c;  [4] 

a — (ö-}-c)  =  a — b—c;  [5] 

a — {b  —  c)  =  a  -\-c — b.  [6]. 
Et  ils  conduisent  aux  regles  suivantes  : 

16.  Regle  d'addition  des  polynomes.  Pour  ajouter  un  poly- 
nome  ä un  nombre^ü  faut  lui  ajouter  les  termes prccedcs du  signe  -f-, 
et  retrancher  du  resuUat  les  termes  precedcs  du  signe — . 

Soit,  en  effet,  ä  ajouter  au  nombre  P  le  polynome 

a  —  b  -\-c —  d —  e  -f"  A 

c'est-ä-dire,  ä  effecluer  l'operalion 

V-\-{a—b-{-c—d—e-\-f). 

Le  polynome,  en  vertu  du  second  principe  (13),  peut  s'6crire  : 

a-\-c-\-f — b — d — Cj 

et,  en  vertu  du  cinqui^me  principe,  il  est  equivalent  ä 

{a-}-c+f)-{b  +  d-\-e). 

La  somme  demandee  est  donc  : 

Or,  d'apr^s  le  quatrieme  principe,  cette  somme  6quivaut  ä 

^  +  {a  +  c-i-f)-{b  +  d-{-e), 
QU,  d'aproj  l  j  troisieme  et  le  cinquieme,  k 

P  +  a-\-c-\-t—b—d—e. 
G'est  pröcisöment  ce  qu'il  fallait  demontrer. 
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17.  H^GLE  DE  sousTRACTiON  DES  Por.YNOMRS.  Pour  retraiicJicr 
d'un  nonibre  iin  polyitome,  il  fnut  ojoutcr  ä  ce  nombre  les  tenncs 
qui,  darts  le  polijnomc^  sont  preccdes  du  siyite — ,  et  retrancher  les 
aulres  du  resiillal. 

Süit,  eil  ellcl,  ä  relrnnchcr  de  P  le  polyiionie 
a  —  b-\-c  —  (/  —  c-\-f, 
c'esl-ä-dire,  h  cfTcctucr  roperalion 

^  —  (^a  —  b-\-c—d—e-\-f). 
Le  polyiioine,  en  vertu  des  priiicipes  deuxu^me  et  cinquiömC) 

est  egal  ä 

(a+c  +  /-)-(6  4-d+e); 

la  diff^rence  demandee  est  doMC  : 

V-\{'t+c  +  f)-(b-\-d+c)\. 
Or,  d'apres  les  principcs  sixicme,  troisiöine  et  cinquiöme, 

V-{{a+c-\-f)-{b+d-\-e)\  =  V-{-{b  +  d  +  e)-{a  +  c  +  f) 

=^P-\-  b-{-d-\-e  —  a  —c-f: 

c'cst  pr»icis6mcnt  ce  qa'il  fallait  demontrcr. 

18.  Remarque.  L'ordre,  dans  lequel  on  dcrit  les  termes  d'im 
polynoiiie,  elant  iiitlifferent  (princ.  2"),  on  peut  6iioncer  los 
rcgli'S  precedeiites  en  disanl : 

Pour  ajoulcr  a  un  nombre  P  uii  polynome,  il  faut  ecrire  ses  difft- 
renls  tenncs  ä  la  suile  de  P,  en  hur  conservant  Icurs  signes. 

Pour  retrancher  dun  nombre  P  vn  pol'ijnonir,  il  faut  ecrire  ses 
dl/ferents  tenncs  ä  la  suile  de  P,  en  charnjcant  le  signe  de  cha^un 
d'eux. 

On  devra  d'aillcurs,  s'il  y  a  Heu,  reduirc  les  termes  semblables 
dans  le  r^sultat. 

19.  ExEMPLEs  DE  CKS  DBTux  0PER.\Ti0NS.  Dans  la  pratique,  lorsque  les  poly- 
iiomes,  surlesquels  on  o[iere,  renferment  des  termes  semblables,  on  lesdispose 
les  uns  au  dessous  des  autres,  demaniere  que  les  termes  semblables soient dans 
une  meme  colonne  verticale ;  et  l'on  fait  alors  ä  la  fois  roperatioii  et  la  röduction. 

ExEMPLi:s.  1°  ElTecluer  raddition  : 

(4x5  _  '^a--x  —  8«  •  —  4a.r=)  +  {-la^x  —  3x'  +  7a^)  +  (Qa^  —  lax^  +  5r»). 

On  6crit,  en  intervertissant  convenablement  les  terrae»  : 

Ar»  — 4aa;2-.5a'x  — 8a3    • 
— 3.c'  +  20-x  +  7a' 

et  Ton  a  :  Gx^  —  9ax'  —  'da^x  +  8a\ 
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2°  Effectuer  la  soustiaction  : 

(7a'5  —Sa^y  +  5a<  —  2b*)  —  (2a<  —  kab^  +  iia^b  —  2b'). 
On  6crit,  en  changeant  les  signes  des  lermes  du  secor.d  polynome  : 
5o<+7a'b— 8a'5=  —  2&« 


et  Ton  a  :  3o*  +  Sa'ö  —  Sa^b^  +  4ai;\ 

§  III.  Enonce  plus  simple  des  rdsultats  pr6c6dents. 

20,  Conventions  qui  introduisent  les  nombres  negatifs 
POUR  siMPLiFiER  LES  ^NONCEs.  Ld  roriiie  tlcs  resulluts  pr^cedents 
peut  se  siinplifierä  l'aided'une  Convention  lr6s-utile  enalgebre. 
Celle  Convention  consiste  ä  regarder  tous  les  lermes  taut  positifs 
que  negatifs  (8)  d'un  polynome  comme  ajoutes  les  uns  aux  autres. 

Ainsi,  {'onconvient  de  regarder  la  difference  a  —  b  comme  resul- 
tant  de  l'addition  de  a  avec  ( —  b), 

a—b=a-\-{  —  b).  [1] 

L'expression  isolce  ( — b),  que  Ton  nomme  unnomhrc negatifs 
n'acqüiert  pour  cela  aucune  significntion;  seulement  on  dil  : 
ajouter{ — b),  au  lieu  de  dire  :  retrancherh. 

On  convient  de  meine  que  retrancher  ( — b),  signifie  ajoiiter  b, 

a  —  {—b)  =  a-]-b.  [2] 

11  serait  absurde  de  chercher  ä  demontrer  les  formules  [l]  et 
[2J  :  les  d^finillons  ne  se  d6montrenl  pas.  On  doit  remarquer 
Cependant,  que  la  Convention  exprirnee  par  la  formule  [2]  est 
une  cons^quence  toute  naturelle  de  la  premiere.  En  eflet,  si 
Ton  üjoule  ( — b)  ä  a,  on  obtient,  d'apres  la  premiere  Conven- 
tion, l'expression  a — b  :  si  inaintenant  on  retranche  ( — b)  du 
r6sullat,  on  a,  d'apres  laseconde  Convention,  a — b-\-b,  ou  sim- 
plemenl  a  :  les  deux  Operations  se  delruiscnt,  ce  qui  doit  etre. 
Mais  si  Ton  ne  faisuit  pas  la  seconde  Convention,  il  arriverait, 
qu'en  njoutant  d'abord  ä  un  nombre  a,  puis  cn  retrancliant  du 
resultat  une  nißme  quanlite  (— &),  on  ne  retrouverait  pas  le 
nombre  a.  Celtc  nouvelle  Convention  est  donc  nöcessaire,  dhs 
que  l'on  a  ado[)l6  la  prämiere. 

21.  Regle  generale  ü'addition.  Ccs  deux  Conventions  per- 
mettent  dj  r»iduire  la  regle  d'addition  ä  l'^nonce  suivant  : 
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Pour  ajouUi'  dcux  polynomcs,  ü  faul  ajouter  au  prcmicr  tous 
Ics  termes  dusecond,  quels  que  soient  leurs  signes. 
Soient,  en  otTct,  los  deiix  polynomcs  : 

a — 0-{-c,      m  —  n-\-p  —  g\ 
k'ur  sommo  csl(lö)  : 

a  —  b-{-c-\-m  —  n  -}-p  —  q ', 
ce  qui  6quivaut,  d'apres  nos  convciilious,  ä 

a_6_|_c-f  m  +  (— n)-|-y)4-(— <7); 
lesultat  conforine  ä  r<inonc6. 

22.  Regle  generale  de  soustraction.  Lcs  mömcs  Conven- 
tions permeltent  de  rödiiire  la  regle  de  soustraclion  ä  l'^nonce 
suivant  : 

Pour  rclranchcr  un  polynome  d'une  quantite  quelconque  A,  il 
faul  en  retrancher  successivement  ses  differcnis  termes^  qucls  que 
soienl  leurs  signes. 

Suil,  en  etVet,  ä  retranch8r  de  A  le  polynome m — n  —  p-{-q  ; 
on  a  vu  (lü)  que  la  ditr^ronce  est  : 

A  —  m-\-n-\-p  —  q; 

et  ce  r^sLillat,  d'apres  nos  convenlions,  öquivaulä 

X—m—{—n)—{—p)  —  q; 

ce  qui  est  conforme  ä  renonce. 

25.  Remarque.  L'introduclion  des  nombres  negatits  perniet 
d'enoncer,  avec  plus  de  concbion,  des  r^sullats  auxquels  cette 
forme  nouvelle  n'ajoule  absolmnent  den.  Nous  vcrions  que  tel 
est  loujours.en  algebre,  le  biilde  leiir  inlroduction*. 

24.  Autre  CONVENTION.  Sü'on  considere  une  difrercnce(a— 6), 
ei  que  l'ou  suppose  b  plus  grand  que  a,  roperalioa  est  impos- 
hible;  on  convient  alors  de  regarder  t'expression  (a — b)  comrne  re- 
pri'senlant  un  nombre  negatif  egal  ä  Vexces  de  b  sur  a. 

a-b=—{b  —  a);  [3] 


*  Les  explications  qui  preceJent  sont  absolument  indispensables;  clles  n'ont 
iien  de  coin.Tiun  avec  l'emp'oi  des  nonibres  negalifs  pour  representer  its  gran- 
deurs;  nous  iie  parlerons  de  cette  autre  theorie  qu'ä  l'occasion  des  croblfemes 
du  Premier  degre. 
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Gelte  Convention  est  loute  naturelle ;  et,  en  ne  la  faisanc  pas,  on 
dctruirait  ranalogic  compl^le  qui  existe  cntre  les  Operations 
relatives  aux  nombres  negalifs  et  positifs.  Däsignons,  en  eilet, 
par  d  l'exc^s  de  b  sur  a  : 

a  —  b=a  —  (a-\-d); 

si  donc  on  applique  la  regle  de  soustraction  (22),  on  aura  : 

a — b=a — (a-{-d)  =  a—a  —  d=  —  d  =  — {b  —  a). 

Nous  prouvons  ainsi,  qu'il  est  natiirel  de  faire  la  Convention 
en  question;  mais  nous  ne  dcmontrons  pns  hi  formule  [3].  Notre 
raisonnement,  en  efYet,  est  fond6  sur  Tapplicalion  d'unc  regle 
de  soustraction  (22),  qui,  jusqu'ici,  n'a  de  scns  que  pour  des 
soustractions  possibles.  II  est  naturcl  et  commodc  de  l'etendre 
ä  tous  les  cas ;  mais  cela  n'cn  est  pas  moins  arbilraire. 

2o.  Generalisation  de  quelques  RESULTATS.  La  Convention 

que  nous  venous  de  faire  pennet  de  generaliser  des  resultats 

que  Ton  devrait,  sans  cela,  enoncer  avec  restriction;  on  a,  par 

exemple  (lo,  4°) : 

c-\-(a  —  b)  =  c  -\-a  —  b. 

Gelte  formule  est  evidente,  lorsque  a  est  plus  grand  que  b. 
Notre  Convention  la  rend  vraie  dans  tous  les  cas ;  car  si  a  est 
moindre  que  b,  on  n  [24]  : 

{a-b)=-{b-a)- 

et  par  suite,  en  appliquaiit  successivement  la  prämiere  Conven- 
tion du  n"  20,  et  le  sixiöme  principe  du  n°  15, 

c-{-{a  —  b)  =  c  —  {b  —  a)  =  c-{-a — b 

De  möme  la  formule, 

c — {a—b)=-b-{-  (c — a), 

devient  vraie,  par  suite  de  nos  Conventions,  lors  möme  que  c  est 
moindre  que  a.  Gar,  en  vertu  de  la  Convention  (24), 

a — b=.  —  {b  —  a). 

Donc,  en  appliquant  la  2«  Convention  du  n°  20,  puis  les  prin- 
cipes  (lo,  40  et  2"), 

c—{a—b)  =  c-^{b  —  a)=C'\-b  —  a  =  b-\~c—a. 
Alg.  ß.  !■■«  Partie.  2 
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D'un  aulrc  cölö,  crnpros  les  inöincs  Conventions,  c  ctant  plus 

jiclil  quo  fl, 

h  -Y{c  —  d)  =  b  —{a — c)  —  h-\-c—a; 

(lonc  c  —  (a  —  6)  =  ö  +  (c — a). 

Si  Ton  rcpivscntc  unc  quanlilc  n6galive  üoUe  par  une  lettre  h. 
k'S  fonnules  d'addilion  et  de  soustraelion  subsislcnt: 

A  +  ( — 7?i)=A— ??i,  A— (— m)  =  A4-''^. 

Gar  siron  pose  n\=^ — 71,  n  (ilanl  posilif,  on  a  : 

A — m  — A  — ( — n)  =  A  +  n  — A  +  (— ^'^). 

et  A-}-wi=A-{-( — n)  =  A  —  n=A — ( — m)\ 

cc  qui  d^monlre  les  deux  formules. 

2G.  Remarque.  Dans  los  qucslions  d'algi^brc,  les  valeurs  nu- 
möiiques  des  Ictlres  ne  sont  janiais  fixöos  d'avance ;  et  lors- 
qu'on  a  ä  faire  une  Operation  algebriqne,  on  ne  sait  pas  si  la 
misc  en  nombres  ullerieure  n'amenera  pas  des  r6snllats  aux- 
quels  ne  sauraient  s'appliquer  les  formules  dcMiiontröes  pour 
certains  cas.  11  est  donc  fort  iinporlani  que  les  formules  s'ap- 
pliquent  ä  Ions  les  cas  possiblos;  et  Ton  coinprend,  d'aprös  cela, 
quelle  est  la  grande  ulilite  des  Conventions  relatives  aux  nom- 
bres nägatifs. 

EXERCICCS. 


I.  O  A  B 

Deux  coiirriers  Met  Nparcourent  la  lignc  OB.  Au  d(5pai-t,  ils  sont  situes.  Tun 
cn  A  et  Fautre  en  B,  ä  des  distancos  a  et  5  du  point  0 ;  ils  s'6Ioignent  avec  des 
vitesses  v  et«,  dans  le  sens  OB.  Trouver  des  foimules  pour  exprimer,  apr6s 
]e  teraps  «,  la  distance  x  des  deux  courriers,  et  la  distance  y  du  point  0  au 
milieu  de  la  droile  qui  les  Joint. 

On  trouve  :     a;  =  ?^— a  +  ('« — r)(,     ou     a;  =  a  —  b+(r— ?<)(, 

seien  que  N  est  en  avant  ou  en  arriere  do  M; 

II.  Trois  vases  contiennent  des  melanges  d'eau  et  de  vin  :  le  premier,  a  lilres 
.l'ca:i,  h  lilres  de  vin;  le  deuxieme,  a'  litres  d'eau,  h'  litres  de  vin;  le  troisiemo, 
a"  lilres  d'eau,  5"  lilres  de  vin.  On  prcnd  la  moitie  du  liquide  contenu  dans  le 
Premier  vase,  et  on  le  verse  dans  le  deuxieme ;  puis  le  tiers  du  liquiae  qui  sc 
l.'-ouve  alors  contenu  dans  celui-ci,  et  on  le  verse  dans  le  troisieme.  Trouver  les 
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formales  qui  indiquent  la  quantitö  d'eau  et  celle  de  vin  contenues  dans  chaque 
vase  apres  ces  Operations. 

On  trouve :                          Eau.  Vin. 

a  h 

^"'""'^ 2'  2' 

2a' +  a  ^b'  +  b 

'^'    '^' -3-'  -3- 

6a"  +  2a'  +  a  6b"  +  2b' +  5 

■'     ''''' 6 '    .  •  6 

III.  Deux  vases  A  et  A',  dont  las  capacitös  sont  v  et  v',  sont  pleins,  Tun  d'eau, 
Tautre  de  vin.  A  l'aide  de  deux  mesures  de  möme  capacitö,  on  extrait  de  chacun 
d'eux  un  möme  volume  w  de  liquide ;  et  Ton  verse  dans  A  ce  qui  a  ete  pris 
dans  A',  et  reciproquement.  On  recommence  trois  fois  cette  Operation.  Trouver 
les  formules  qui  expriment  les  quantites  de  vin  et  d'eau  contenues  dans  chacun 
des  vases. 

On  trouve  :  pour  le  vase  A, 

^.  .    ,,  f{v—ti)-      n-\i-  —  H      /v'—u  ,  v  — w\u' 

quantite  d  eau  =  (^— ^  +  ^ j -^  +  (^-^  + -^j jj,, 

,.,.  ,  /v  —  u  ,  v'  —  u\u{v  —  u)   ,  ([v'—uY  ,  w'\u 

quantitedevm  =  ^-^+-^-j-^^+^— ^^  +  -j^-,; 

et  pour  le  vase  A', 

*-,A  A'  {v'—u  ,  v—u\u[v'—u)      f{v  —  uy     u'Xu 

quantit6  d  eau  =  (^-^ +-^j  — j5^+ (^^+-,j-. 

.  ,  ([v' — uY  ,  u^\v'  —  u  ,   /v  —  u  ,  i' — u\u^ 

quanlUedevm  =  (^i-j5r-+-j-^^  +  (-^  +  -^j-. 


CHAPITRE  II. 

MULTIPLICATION  ALGEBRIQUE. 

27.  La  mulliplicationalgöbrique  comprend  Irois  cas:  l'mul- 
.iplication  d'un  monome  par  un  monome  ;  2»  inulliplicalion 
d'un  polynoine  par  un  monome,  et  vice  versa ;  3°  mulliplicaUon 
d'un  polynome  par  un  polynoine. 

§  I.  Multiplication  des  monomes. 

28.  Regle  de  multiplication  des  monomes.  Le  produit  de 
deux  monomes  M  et  N  est  le  monome  MN. 
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Lorsqiieles  dcux  monomes  sont  cnliors,  qu'ils  ont  des  coeffi- 
cieiils  Ol  (lu'ils  nMiCcrinciil  ccrlainos  Icltres  comimincs,  ce  r6- 
sullat  pout  PC  s'miplilior,  et  si;  nomine  alors  le  produit  cffeclu6 
des  dt'ux  monomes.  Las'nnplificalion  reposc  sur  les  deux  prin- 
cipes  suivants,  que  Ton  diMiiontre  en  aritluiK^tique  : 

1°  Le  produil  de  plusicurs  facleurs  est  indtüpendant  de  l'ordre 
des  opeiMliüns. 

2"  Pour  mulliplicr  un  produit  de  plusieurs  facteurs  par  un 
auUv  pnuluit  de  plusieurs  facteurs, il  suKit  d'effectuer  le  produit 
de  tous  Icslaclouis. 

Cela  pose,  soienlM=5a*6»c,  N^TaVd*. 

Ep  vertu  du  sccond  principe, 

M^aaaabbbc'Xb^  ^  =  aaaaacccdd'X7f 

et  parsuile,  M^^aaaahbbcXbXaaaaacccddX,! i 
ou,  en  vertu  du  preuiier  principe, 

UN  =  aaaaaaaaabbbccccdd'Xb'X7. 

Appliquant  de  nouvoau  le  sccond  principe, 

ou  plussimplement,    MN=35a'6Vd*. 

La  m(Mhode  est  g^nörale,  et  conduitä  la  rögle  suivante: 

Pour  faire  le  produit  de  dcux  monomes  entiers,  l"  on  fait  le  pro- 
duil de  leurs  coefficients;  2°  on  ecril  b,  la  suile,  une  fois  chacune,  les 
Ictlres  que  renferment  les  facteurs;  3°  on  donne  ä  cliaque  lettre  un 
cxposant  egal  ä  la  somme  de  ceux  dont  cette  lettre  est  affectce  dans 
chaque  facleur.  Si  une  lettre  n'cntre  que  dans  l'un  des  facteurs,  on 
la  inet  au  produit  avec  son  exposant. 

29.  Produit  de  plusieurs  monomes.  Ce  qui  pr4cede  suHit 
pour  faire  !a  multiplicalion  d'un  nombre  quclconque  de  mo- 
nomes. On  muilipliera,  en  eflet,  le  premier  par  le  second,  puis 
le  produit  qui  est  un  monome  par  le  Iroisieme,  puis  le  nouveau 
produil  par  le  quatrieme,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  : 

7o'6-eX  5a'öc'  X  Ba'^cW  X  2ade  =  bQ0a">bh^d^eK 

Par  sui!c,  lapuissance  m""d'un  monome  s'obtienten  formant 
la  puissance  m""  du  coefficient,  et  en  mullipliantpar  m  tous  les 
expüsants.  Ainsi  : 

(5a'6*f)'"=  5'"a''"6-"'c'". 
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§  II.  Multiplicatioa  d*un  polynome  par  uii  monomo. 

30.  Regle  de  multiplication.  Soit  ä  multiplier  le  polynoinc 

P=a_ö-f-c— (Z 

par  le  monoine  m  (a,  b.  c,  d,  sont  des  monomes  quelconques). 
Nous  (üslingLions  pliisiours  cas,  pour  plus  de.  clart^. 

r  m  esl  enlicr.  L'operalion  revient  alors  ä  faire  raddilion  de 
m  polynomes  6gaux  ä  P  : 

Pm  =  {a—b-\-c  —  (l)-{-{a  —  b  +  c—d)-\-(a—b4-c—d)-^...; 

mais,  d'apres  la  regle  d'addilion  (2i),  cette  formule  equivaut  ä 

Vm  =  am  —  bm-\-cm — dm. 

Ainsi  chaque  terme  du  multiplicande  est  muUiplie  par  le  mulll- 
pücaleur,  et  coiiserve  son  si^iic. 

2°m  estfractionnaire  delaforme -(/)  öfanl  cntier).  L'op6ra- 

tion  revient  alors,  comme  on  le  sah,  ä  prendre  la  p""  partie  du 
mulliplicande;  etler^sullat  est  : 

„        a     b  ,  c     d, 

Pm= ; 

P     P     P     P 

car  c'est  bien  lä  Texpressiori  qui,  multipliöe  par  p,  d'apres  la 
r^gle  (l"),  reproduitle  multiplicande (a — b-\-c~d% 
D'ailleurs  cetle  formule  peut  s'ecrire  : 

Pm=aX 6x--f  CX-  — <:/X-' 

P  P  P  P 

ou  Vm=am  —  bm-\-cm — dm, 

comme  dans  le  premier  cas. 

p 
3°  m  est  fractionnaire  de  la  forme -.  Pour  effectuer   le   pro- 

q 

duit,  11  faut,  dans  ce  cas,  röpötcr  p  fois  la  q""  partie  du  multipli- 
cande. Or,  d'aprös  le  second  cas,  le  multiplicande  divise  par  q 

devient : 

1,1,         1,1 
aX-— ^X-+cX-— c/X-, 
q  q  q  q 
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et  Ic  produit  de  cc  r6sultal  par  p  est : 

Q  <1  H 

car  inultiplicr  par;)  1;\  g""  parlie  d'uii  nonibro,  c'est  multipluT 

ce  nombre  par-,  Donc,  dans  ce  cas,  le  produil  est  encore  : 

Vm  =  am  —  bm-\-c  m — dm . 
Ainsi,  dans  toiis  les  cas,  pour  multiplier  un  polynome  par  un 
monome,  on  muUiplie  scparenient  par  le  mononie  chaquc  terme  du 
polynome,  en  lui  comervant  le  signe  qu'il  avait  primitivemcnt. 

Comtnc  on  peut  intcrverlir  l'ordre  des  facleurs,  qiii  rcpröscii- 
tent  toujours  des  riombres  (28),  la  nißine  regle  permelira  de 
multiplier  un  monome  par  un  polynome.  Ainsi  les  prodults 
(3a*5  —  ba'b^  +  60k''—  kb'c)  X 5ab\ 
bab^  X  {Za'b—  ba^b^  -f  6abc'  —  Wc), 
sont  Äquivalents  ä  15a'6'— 25a*6*+30aVp''— 20a&*c. 

51.  Mettre  un  MONOME  EN  FACTEUR.  La  formulc  quenous  ve- 
nons  de  demontrer, 

(a  —  b-\-c — d)  rti=am — bm-\-cm  —  dm 
prouve  que,  si  les  termes  d'un  polynome  {am — bm-\-cm  —  dm) 
renforment  un  facteur  commun  ?n,  on  peut  le  supprimer  dans 
chacun  d'eux,  ce  qui  donne  l'cxpression  (a — b-\-c — rf),  et 
multiplier  leresultat  parm,  c'est-ä-dire  6crire  {a  —  b-\-c — d)m. 
C'est  ce  qu'on  appelle  meltre  un  monome  en  facteur.  Ainsi  les 
termes  du  polynome  12aV  — 8a^ic^  +  16aV  contiennent  4aV 
comme  facteur  commun.  Onpeut  donc  ecrire 

12aV— 8a''a;«+16o2a;''=(3aa;'— 2a»+4a;»)  X  4aV. 
§  III.  Multiplication  d'un  polynome  par  un  polynome. 

52.  Gas  ou  les  deux  polynomes  ne  contiennent  que  des 
TERMES  SEPARES  PAR  LE  siGNE  -}-.  Solt  ä  mulUpUer  le  polynomc 
V  =  a-\-b-\-c  par  le  polynome  Q=p-\-q-\-r\  a,  b,  c,  p,  q,  r  d6- 
signantdes  nombres  quelconques,  qui  peuvent  eux-mömes6(re 
repr6senl(^s  par  des  expressions  algebriqucs  plus  ou  molnscom- 
pliqu^es.  On  a,  d'apres  la  regle  du  11°  50  : 

PQ=P(p+g-fr)=Pp  +  Pg+Pr, 
ou  VQ  =  {a-\-b+c)p-i-{a-{-b-\-c)q-\-{a-{-b-\-c)r, 


i 
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Appliquant  encore  la  regle  (50)  ä  ciiacun  des  protluils,  on  a: 

^Q  =  ap']-bp-\-cp-j-aq-\-bq-\-cq-}-ar-\-br-\-cr, 
resuKat  qu'on  peut  enoncer  ainsi : 

Leproduit  de  deux  polynomes,  dont  les  lennes  sont  positifs,  est  U7i 
oolynome  egal  ä  la  sotnme  des  produits  qu'on  obtient  en  muUipliant 
lous  les  termes  du  premier  par  chacun  des  termes  du  second. 

35.  Gas  ou  les  deux  polynomes  co^;TIE^•^ENT  des  termes 
PRECEDES  DU  siGNE — .  Ofl  peilt  toujoii PS  füi'iner  im  groupe  de 
Teiisemble  des  termes  qui,  dans  le  multiplicande,  sont  precedös 
du  signe  +,  et  iin  autre  groupc  de  l'ensemble  des  termes  qui 
sont  precedes  du  sigiie  —  (lo,  2°).  Nommons  ccs  deux  groupcs 
A  et  B.  Designons  par  G  et  D  ies  sommes  analogues  daus  le  mul- 
tiplicateur.  Les  deux  facleurs  sont  alors  : 

P  =  A  — B,    Q  =  G— D. 
On  a,  en  appliquant  la  regle  (50) : 

PQ  =  P(G— D)  =  PG— PD  =  (A  — B)C  — (A— B)D. 
Appliquant  la  m6me  regle  ä  chacun  des  produits  partiels,  on  a  : 

PQ  =  (AG  —  BC)  —  (AD —BD), 
ou,  d'apres  la  regle  de  soustraction  des  polynomes  (22), 
PQ  =  AG-BG  — AD  +  BD. 

D'ailieurs  AG,  BG,  AD,  BD,  sont  des  produits  de  polynomes  ä 
termes  positifs :  on  les  tdecluera  d'apres  la  regle  du  n"  52  ;  puls 
on  fera  les  addilions  et  les  soustractions  indiquees  par  les  signcs 
On  obtiendra  ainsi  un  polynome  unique,  qui  sera  le  produit 
dem.inde.  Le  produit  de  deux  ])olynome3  peut  donc  toujours 
6lre  remplace  par  un  polynome  unique,  que  Ton  nomme  sou- 
veut  leur  produit  effeclue. 

34.  Regle  de  multiplication  de  deux  polynomes.  Si  Ton  exa- 
raine  coumient  le  produit  I'Q  est  compos6  avec  les  termes  qui 
entrenl  dans  les  deux  facteurs,  on  remarque  d'abord  qu'il  con- 
tient  les  produits  de  chacun  des  termes  du  multiplicande  par 
chacun  des  teimes  du  multiplicaleur.  Quant  aux  signes  qu'il 
laut  clonncr  a  cliaciue  Icrme  du  produit,  on  voit  que  tous  les 
termes  du  produit  partiel  AG  ont  le  signe  -|->  et  qu'ils  sont  four- 
nis  pur  des  termes  qui  ont  le  signe  +  dans  les  deux  facteurs  ; 
que,  de  mßme,  lous  les  termes  du  produit  BD  ont  le  signe  +. 
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luais  (ju'ils  soiil  founiis  par  dos  Ici mos  (lui  onl  lo  si};ne  —  dans 
lesdcux  (atlours;  qu'au  coiilraire,  los  Icrmts  dos  dcux  produils 
ßCclAl)  sonl  pieced(is  du  signe — ,  et  qu'ils  sonl  loiiniis  par 
des  loniies  iiui  orit  des  signcs  ddrörenls  daiis  les  deiix  lacteurh. 

Oll  c'oiicliit  de  \k  la  re},^le  suivaiUe  : 

Poiir  imdüplier  un  pohjnome  par  un  autre,  on  mulliplie  rhacun 
des  krnu's  du  mulliplicande  par  cliucun  des  termes  du  muUipiica- 
teur;  on  a/fecte  da  süjne  -{-  chacun  de^  termes  qui,  daiis  le  prodiäl, 
provienneiit  de  la  viuUipticaliüii  de  dcux  lenues  affccles  tous  deux  du 
signe  -\-,  ou  tous  deux  du  signc  — ;  et  Con  a/fecte  du  signe  —  chacun 
de  ceux  qui  proviennent  de  la  multiplication  de  deux  termes  affccles 
de  signes  differenls.  Puls  on  opere,  s'ü  y  a  lieu,  la  reduction  des 
termes  semblables. 

Celle  regle  des  signes  sc  liaduil  par  le  lableau  suivaiit : 

-{-aX-\'b  =  -\-ab, 

—  ax-\-b=^  —  aby 
-\-aX  —  b  =  —  ab, 

—  aX  —  b  —  -^-ib. 

3S.    MaNIERE    plus   simple   D'jÖNONCER   les   RESULTATS    PRECß- 

DENTS.  L'enüiic6  de  la  reyle  prec6dente  se  siiiipliüe,  si  l'ün  consi- 
d6re,  ainsi  que  nousl'avonsdt'jSi  rait(*iO),  les  termes  qui  sonl  pre- 
c6d6s  du  signe — ,  conmie  desnombres  lugalifs  ajoutes  aux  termes 
precedents,  et  si  Ton  adopte,  eii  outre,  les  definitions  suivantes  : 
Le  produit  d'un  nombre  negatif  ( — a)  par  un  nombre  positif 
b,  65«— (axb). 

(-a)(6)=-(aX6).  [1] 

Le  produit  de  deux  nombres  negatifs  ( — a)  et  ( — b)  est  a  X  b. 

{—a){—b)=ab.  [2] 

D'apr6s  ces  Conventions,  la  regle  de  multiplication  peut  s'enon- 
cer  en  disant :  leproduit  de  deux  polynomes  s'oblient.  en  mullipliant 
chacun  des  termes  du  mulliplicande  par  chacun  des  termes  du  mul- 
tiplicateur,  et  en  ajoutant  les  resultats  obtenus. 

Eu  effet,  soit,  pai  exemple,  ä  multiplier  {a  —  b)  par  {c — d) ; 
le  produil  est  (34) : 

ac — bc  —  ad-{-bdj 

ou,  d'apres  nos  Conventions, 

ac+{-  b)  c-\-{-d)a-\-{-b)  i-d); 
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re  qui  est  bien  la  sonime  dos  produils  obtcnus  cn  inultiplianl 
L  liacun  des  termes  a  cl  —  b  du  iiiuUi[)licandc  par  clmcuu  des 
lerincs  c  et  — d  du  mulliplicateur. 

5G.  Remarque  I.  II  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  ä  demontier 
les  formules 

[1]  {—a){b)    ==— a6,     (— a)(— &)  =  o6;  [2] 

elles  expriment  des  definilions.  Ces  dcfmüions  pcrmcUent  de  reii- 
Icnner  sous  unseul  enonce  les  differents  cas  quil  fallait  distinguer 
(Jans  la  regle  de  muHiplicalion  des  polyiiomes. 

57.  Remarque  II.  On  a  vu  (35),  que 

PQ,  ou(A— B)(G— D)=:AG-BG— AD+BD.       [3] 

La  demonstration  supposait  que  A  et  G  etaient  respeclivement 
|)lus  grands  que  B  et  D ;  les  Conventions,  que  nous  venons  de 
faire,  rendent  cette  formule  vraie,  dans  tous  les  cas. 

Supposons,  en  effet,  que  Tun  des  facteurs  soit  n^gatif ;  que 
Ton  ait,  par  exemple  : 

A<B,    G>D. 

A— B  6tant  n^gatif  et  6gal  (24)  ä  —  (B — A),  on  a,  d'apres  la 
[ji'cnii^rc  Convention  (33) : 

PQ,  ou  (A— B)  (G— D)=  — (B— A)  (G— D). 

L^tTecluant  le  produit  d'apres  la  regle  (34),  on  a  . 

PQ=  — (BG— AG  — BD+AD), 

()U,  d'apres  la  Convention  du  n°  24  : 

PQ=— BG+AG+BD  — AD ; 

( e  qui  coincide ,  k  l'ordre  des  termes  pr^s,  avcc  la  for- 
mule [3]. 

Su|)posons,  en  second  lieu,  que  les  deux  diff^rences  A — B  et 
G  —  D  soient  negatives;  leur  produit  sera  (3o)  le  inöme  que  si 
dies  Etaient  prises  posilivement,  et  Tun  aura  : 

PO,  ou(A— ß)(G— D)=(B— A)(D-C)  =  BD-"AD— BC  +  AG; 
LC  qui  est  encore  conforme  a  la  lonnule  [3]. 

3U.  Remarque  III.  Nous  represenlerons  dorönavant  un  puly- 
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nonie  quclcnnqup,  quels  quc  soient  los  signes  de  scs  Icrmcs,  pa 
uiie  expression  du  la  forme 

fl,  b,  c,  p,  q,  r  d^sifrnaiit  des  nombies  posilifs  ou  n6gatifs. 
Par  oxeniple,  la  roinuile 

qui  r^suUe  immödialement  de  la  regle  de  mulliplicalioii,  es  1 
vraic,  par  cola  niemc,  quels  qiie  soient  les  signes  des  quanlites 
d^signees  par  a  el  b.  On  peut  done  supposer  qne  b  y  repr6senlo 
nn  nonibre  n6galif  (—  //).  Gelle  formule  dcvienl  alors: 

{a  —  by  =  a^+2a{-b')-\-{-  b')\ 

ou,  en  appliquant  les  Conventions  (53), 

(a—by  =  a''—2ab'  +  b'*. 

Les  formules  qui  donnent  lecarrö  d'uncsomme  etceluid'une 
difference  sc  trouvent  ainsi  ramenöes  ä  une  seule. 
De  möme  la  formule 

(a  +  by  =  a'-{-  3a'b  +  Zab'-\-  ft», 

que  Ton  obtient  en  mullipliant  les  deux  membres  de  la  pröce- 
dente  par  {a-\-b),  devient,  dans  les  mßmes  circonstances, 

(a  —  by  =  a'  —  Sa^ö'  +  3ab'^  —  6'» ; 

de  Sorte  que  les  formules  qui  donnent  le  cube  d'une  sommc  et 
celui  d'une  difference  sont  aussi  rainen^es  ä  une  seule. 

39.  Remarque  IV.  Les  formules 

[1]  (—a)b=^  —  ab,         {—a){—b)  =  ab,  [2] 

expriment  des  Conventions  faites  en  supposant  quc  a  et  ö  sont 
des  nombres  posilifs ;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  par  suite 
des  meines  Conventions,  ccs  formules  ne  cessent  pas  d'avoir 
Heu,  lors  mömc  que  a  et  ö  ddsignenl  des  nombres  negalifs. 

La  premlöre  formule  peut,  en  effet,  s'6noncer  de  la  mani^re 
suivante : 

Si,  dans  un  produit,  on  change  le  signe  de  l'un  des  factcurs,  le 
produit  change  de  signe  sans  clianger  de  valeur. 

Et  la  scconde  formule  peut  s'enoncer  en  disant : 

Si,  dans  un  produit,  on  change  les  signes  des  deux  facteurs,  le 
produit  ne  change  ni  de  signe  ni  de  valeur. 
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Or,  nos  Conventions  rendent  ces  deux  propositlons  Eviden- 
tes. Gar  considörons  un  produit  ab  de  deux  f.icleiirs  quelcon- 
(jues;  si  ces  deux  factcurs  sont  de  mßmc  signe,  leur  produit 
est  positif  (5o);  en  cliangeant  le  signe  de  Tun  d'eux,  ils  de- 
viennent  de  signes  diflerents,  et  leur  produit  est  nögatif.  G'est 
l'inverse,  si  les  deux  t'acteurs  primilifs  sont  de  signes  con- 
Iraires. 

40.  Remarque  V.  Lorsque,  dans  un  produit  de  plusieur>; 
facteurs ,  quelqucs-uns  sont  n^gatifs ,  le  produit  se  döliiiit 
comme  en  arithm6tique  :  c'est  le  r^sultat  obtenu  en  multi- 
pliant  le  premier  facicur  par  le  second,  puis  le  produit  effectue 
par  le  troisiemc  factcur,  puis  le  läsultat  par  le  quatrienie,  et 
.linsi  de  suite. 

II  suit  de  lä,  quo  le  produit  aura  mtme  valeur  absohie  que  si  tous 
ks  facteurs  etaient  regardes  comme  positifs.  11  sera  precede  du 
signe-}-,  si  le  nombre  des  facteurs  negatifs  est  pair,  et  du  signe  — , 
si  ce  nombre  est  impair. 

Pour  le  demontrer,  remarquons  que  Ton  peut  toujours  intro- 
duire+  1  comme  premier  facleur.  Dans  lesmultiplicalions  suc- 
ccssivcs  que  l'on  aura  ä  efTectuer  pour  forraer  le  produit,  le^igne 
qui,  d'apres  cela,  est  d'abord  -\-,  changera  aulant  de  fois  qu'il 
y  a  de  facteurs  negatifs;  et  comme  deux  changemcnts  conse- 
cutifs  ramfenent  le  signe  -f- ,  il  est  evident  que  le  signe  sera 
-f-  si  le  nombre  des  changements  est  pair,  et  —  dans  le  cas 
contraire. 

II  resulle  evidemment  de  ce  qui  precede,  que  les  puissanccs 
paires  d'un  nombre  negalif  sont  positives,  et  que  les  puissances 
impaires  sont  negatives. 

41.  DeFIMTION    de    LA    DIVISION,    QUAND  LE    DIVIDENDE    ET  LE 

DiviSEUR  NE  SONT  PAS  TOUS  DELX  POSITIFS.  Si  Toii  uomme  quo- 
tient  de  deux  noiubres  A  et  B,  un  troisieme  nombre  qui,  mul- 
tiplie  par  le  diviseur  B,  reproduitle  dividende  A,  il  resulte  des 
Conventions  prec6dentes,  que  la  valeur  absolue  du  quotient  de  deux 
nombres  ne  dcpcml  pas  de  leurs  signes,  et  que  ce  quotient  est  positif 
si  le  dividende  et  le  diviseur  ont  le  meme  signe,  et  negatif  dans  le 
cas  contraire. 

En  cffct,  si  le  dividende  est  positif,  le  quotient  doit  avoir  Ic 
incmc  signe  que  le  diviseur ;  et  si  le  dividende  est  negatif,  le 
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qiio'ient  doit  avoir  an  signc  contrairc  h  celiii  du  diviseiir  (5i). 
Celle  ri'ijlc  des  signcs  est  coiisi/^nee  dans  le  tableau  siiivunt  : 


+(t 

-^b  = 

4-- 
^  b' 

+«• 

—  b  = 

a 

—  rt 

+  6  = 

a 
~b* 

—  a 

:  —  b  = 

^  b 

52.    MULTIPLICATION   d'uN  NOMBRE  QUELCONQUE  DE  POLYNOMES. 

Pour  faire  le  produit  d\in  nombre  quelconque  de  pobjnomcs,  il  faul 
d'abord  multiplier  le  premier  par  le  second,  puis  le  resullal  par  le 
troisicme,  et  ainside  suile.  Le  produil  effectue  de  deux  [)olyiiomes 
6lant  loiijoiu'S  im  polynome,  il  siiflira,  quel  que  soit  le  nombre 
des  facleurs,  de  savoir  mulliplier  deux  polynomes  Tun  par 
l'aulrc  (54). 

Soient  P,,  P»,  P„  P,  les  difförents  polynomes  dont  on  veut 
former  le  produit;  en  mulliplinnt  Pi  par  Pj,  on  obliendra  un 
produit  Qi,  dont  les  tcrmes  sont  (oo)  Ics  produils  de  tous  les 
termes  de  P,  par  tous  ceux  de  Pj;  on  multipliera  Qi  par  P,,  et 
on  obtiendra  un  produit  02>  Qiii  sera  la  somme  des  produits  de 
tous  les  termes  de  Oi  [»Jir  tous  ceux  de  Ps,  c'est-ä-dire  la  somme 
de  tous  les  produils  de  trois  facteurs  obtenus,  en  prcnanl  un 
facteur  parmi  les  termes  de  P,,  un  parmi  les  termes  de  Pg,  et  un 
enfm  parmi  les  termes  de  P».  On  multipliera  ensuite  Qj  parP». 
Le  resultat  Q3  de  cette  multiplication  sera  la  somme  des  pro- 
duits des  termes  de  Qj  par  ceux  de  P4,  c'est-a-dire  la  somme  de 
tous  les  produits  de  quatre  facteurs  pris  respectivcment  dans 
les  polynomes  P,,  Pj,  Ps,  P*-  On  pourra  continuer  ind^fini- 
ment  le  raisonnemenl;  et  l'on  verra  que  le  produit  des  polynomes 
P11  1\,  Psi.-.  Pn.  est  la  somme  de  tous  les  produits  de  n  facteurs 
furuies  avec  un  tertne  de  Pj,  un  terme  de  P2,  un  terme  de  P3,...  et 
un  terme  de  P„. 

§  IV.  Produit  des  polynomes  ordonnös. 

45,  Ce  que  c'est  qu'ordonner  UN  POLYNOME.  Ordomw  un 
polynome  par  rapport  ä  une  lettre,  c'est  disposer  ses  termes  dans 
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un  ordre  tel,  qu'en  les  consicl6rant  depuis  le  premicr  jusqu'au 
dernier,  les  exposants  de  cette  lettre  aillent  tous  en  diminuant, 
ou  tous  en  augmentant.  Ainsi 

est  un  polynome  ordonne  par  rapport  aux  puissances  decrois- 
santcs  de  la  leltre  x ;  et  le  polynome 

5a*  — Sa'f)— 6a6»  +  4fe» 

est  ordonnö  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  lettre  b, 
et  aussi  par  rapport  aux  puissances  di^croissantes  de  la  leltre  a. 

Un  polynome  est  complet,  lorsqu'il  cotUient  la  lettre  ordonna- 
triceh  tous  les  degrös,  ä  parlir  du  degr6  le  plus  e!ev6.  Le  prc- 
mier  des  deux  polynomes  pr6c6dents  est  complet;  le  second  est 
incomplcl,  car  le  terme  en  a^ö'  manque.  Un  polynome  complet 
renferme  aulant  de  termes,  plus  un,  qu'il  y  a  d'unitös  dansl'ex- 
posant  de  la  lettre  ordonnatrice:  car  il  contient  un  terme  ind6- 
pcndant  de  la  lettre  ordonnatrice,  ou  de  degre.  zero. 

Lorsque  plusieurs  termes  du  polynome  contiennent  la  lettre 
ordonnalrice  avec  le  mßme  exposant,  on  r^unittous  ces  termes 
en  un  seul,  en  mettant  en /ac^eu?' (51)  la  puissance  de  cetle  lettre; 
et  Ton  ri'gardele  multiplicaleur  polynome  quel'on  obtierit  ainsi, 
comme  le  coeflicient  de  cette  puissance.  On  place  d'ailleurs  ce 
coet'ticicntdaiis  uneparenlhese,  oubien  onle  disposeencolonne 
verlicaleä  gauclie  dela  puissance. 

ExEMPLE.  Le  polynome 

a^x^  —  2ahx^  +  b-x^  +  2a^x^  —  4b^x'  —  a'«'  —  aV-x'  +  h*x^  +  Za^b^x^  —  2a¥x^ 

{d'  -1ab  +  6')  x^'  +{2a?  —  kb^)  x»  —  (a<  +  a?b''  —  ¥)  x^  +  (3a'6'  —  2a&<)«», 

ou  Incn 

x^  +  M'b^  I  x2 

La  barre  veiticale  s6pare  ainsi  de  son  coeflicient  chaque  puissance  de  la  lellro 

I  ;'!onna'aice. 

44.    EXEMPLES    DE    MULTIPLICATIONS    ORDONN^ES.  DaUS  la  pra- 

tique,  on  ordonne  les  deux  facleurs  par  rapport  a  la  niöme  lettre, 
s'ils  ont  une  leltre  commune;  et  Ton  [)lace  le  multiplicateuf  sous 
le  mullipücande,  comme  en  arilhiu^lique.  Les  prodiiils  pailiels 
du  mullipücande  par  chaque  terme  du  mulliplicateur  sont  alors 


a? 

xs+2a' 

X'  — a» 

—  lab 

—  kb^ 

—  aW 

+  b-^ 

+  h^ 
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(irdoiHids  par  r.ipport  ä  la  mdiuc  lettre;  et  Ton  peiit  facilemcnt 
placcr  les  lenues  semhlablcs  lesunssouslesautrcs,  et  en  op^rei 
cn.uiite  la  röduciioii. 

KxEMPLE  I.  Lcs  ileux  polynomes  sont  complets. 

Mulliplicande ix* —  öax' —   Aa'j' +   7a'x  —   2o' 

MuUiplicalL'ur...  2x'—   f)ni'—  3a'x  +   4a' 


rroduils    '     2x»  6a;'  — inax«—  8a'x^  +  14a'x«  —  ^a'x^ 

du       \  —  5ax'       —  1  öflx«  +  25a'x»  +  20a'x«  —  3öa»x'  +  1  Oa>x' 
multiplic*«J— 3ax  —  9a'.r*+ Ina'x«  +  12a«j3— 21a*x' -}-   Go^c 

par       ^  +  4a»  +  12a'x«— 20a»x^  — IGfi^^x'  +  aSa^x  — 8j' 

l'roduit  simplifie.  6x'— 25ox«+   8a'x»  +  61a^x«  — 47a«x3  — 27a\r- +  34a«x  — 8a' 

KxEMPLE  II.  Les  polynomes  sont  incomplets.  On  laisse  des   inlervalles  vidcs, 
pour  pouvoir  placer  las  termes  semblables  les  uns  sous  les  aiitres, 

Mulliplicande oa^'— 3a«&— 2a'b3-rl'' 

MuUiplicateur.. . .     2a^—:>ab''+2b^ 

Produits   (    2a\.     15a»— 9'/''b  —  Ga^b^  +  3a't>» 

inuUiUlic"»'!— 5a^'  -2ha^b^  +  l-,a'-b'  +10o'f<'  — 5a5' 

par       {+1h\  +\0a^b^-0a*b*  — 4a^b«  +^b« 

'Produit  simplifie.    15a«— 9a'f)— 2DO«b'+19a='b'— Ga'6'+13a^i^''— 4a'5«-5ab'+2''^ 
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ExEMPLE  III.  Les  polynomes  ont  des  coefficients  polynomes. 


ilultiplicande. 


.iliplicateur. . 


ax''. 


—  bx\ 


—  abx. 


-b-x. 


(      a' 

x3  +  2a3 

x^  —  a* 

<  —lab 

_4b3 

—a^b^ 

i+b' 

+  b* 

(      a 

x^  +  a^ 

X  — a^ 

l' 

—  ab 

—b' 

+  b-^ 

X  +  3a'5^ 
—  2ab« 


— 2a'5 
+  a¥ 

—  a^b 

4-2ab' 

-b^ 


x'  +  2a' 
— 4ab'  , 

—2a^b 
+  45«     I 

+  a* 
—2a^b 
+  aW 

—  a~'b 

—  ab^ 

—a-b^ 

+  2a¥ 
-5« 


a;*  — a* 

x^  +  MW 

j-5          : 

—  aW 

—  2a=b' 

+  ab* 

+  a'b 

—  3a'ö« 

+  0=53 

+  2a5» 

-b' 

+  2a» 

—0« 

+  3a*b^ 

—  4a'5' 

—  a<b' 
+  a26< 

—  2a'b* 

—  2a '6 

+  a^^ 

—  2a'b' 

+  4afa* 

+  03^3 

—  ab^ 

+  2a'b' 

—  2a^b^ 

-f  a'b^ 

—  3a'b^ 

+  4b' 

+  2aö6 

—a^ 

—  2a6 

+  a- 

+  2a^& 

+  kaW 

+  a^b' 

—  a36' 

—aW 

+  a'b^ 

+  2a^¥ 

—  a'b'' 

—  2ab* 

—  466 

—  a'ö* 

+  b' 

+  6' 

+  2a^6« 

+  3a-&« 
—  2ab' 


aä 

x*  +  3a' 

x<  +  a«b 

a!3-3a6 

x'  +  a' 

-3a'b 

—  5o'6 

—  40^6' 

+  0^6 

+  a^6' 

+  30^2 

+  2a-62 

—  2a'6i 

+  10a36ä 

+  2a'63 

—63 

—  Sa¥ 

+  3aM 

-3a'^6' 

—  6aW 

+  36' 

+  465 

+  ab^ 
—  56« 

—  2a^b' 
+  2a¥ 
+  b' 

x  — 3a*63 
+  2a«6' 
+  30^6« 

—  2a6' 


Produit 

total 
simplifi6 


On  voit  que,  dans  ce  cas,  l'opöration  est  plus  longue,  mais  la  regle  ast  tou- 
jours  la  inöme  :  on  multiplie  toujours  tous  les  termes  du  multiplicande  par  toui 
ceux  du  multiplicateur ,  et  l'on  opere  la  reduction  des  termes  semblables. 

§  V.  Thcoremes  et  applications. 


A6.  NOMBRE    MINIMUM    DES   TERMES    DU  PRODUIT.    LoFSqUC  Toil 

multiplie  un  polynome  par  un  aulre,  on  vient  de  voir  que  le 
produit  peut  reufermer  des  lermes  semblables,  qui  se  r^duiseiu 
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los  uns  avcc  Ics  aiitres.  Miis  i7  exislo  dans  chaque  produit  dcux 
lermes  au  moins  qui  nc  se  rdduisent  avcc  aucun  autre.  Ce  soiit, 
loi'sqneles  polyüoiiies  sont  ordonnösprir  rapport  au\  pnissances 
(lecroi^sanlcs  d'uno  niörne  lettre,  Ic  pioiluil  du  prcinicr  tonne 
du  inultii)licandc  par  Ic  prcmier  Icrmc  du  mulliplicateur,  et 
ri'lui  dti  dornier  lonnc  du  muUiplicande  parle  dernier  lermc  du 
iMulliplioalour. 

Eu  odel,  un  lerme  quclconqucdu  produit  est  le  produit  d'un 
loriiio  du  innltii)lioan(Ic  par  un  tcrmc  du  inultiplicatour,  ctl'ox- 
posautde  la  lotire  ordonnatrice  dans  cc  tcrnic  ost  la  sommodes 
cxposants  donl  celle  lettre  est  affoclöe  dans  los  dcux  facteurs. 
Par  consequent,  dans  ic  produit  du  prcmier  terme  du  multipli- 
oandeot  du  prämier  ternic  du  nuiUi[)Hoatcur,  l'exposant  de  la 
lotire  ordonnatrice  est  la  soinnie  des  cxposants  les  plus  clevcs; 
il  ost  donc  plus  fort,  qu'aucun  autre.  De  mßine,  dans  ic  produit 
desdornicrs  tormcs,  l'exposant  est  la  soinme  des  cxposants  les 
nioins  clovcs;  il  est  plus  laiblo  qu'aucun  aulre.  Les  dcux  termes 
ainsi  oblenus  ne  pouvcnt  donc  sc  r^duirc  avec  les  autrcs. 

Lc  produil  de  dcux  polynomes,  ou  dunpolynome  parun  monome, 
a  donc  toujours  üu  moins  dcux  lermes.  II  peut  d'ailleurs  ne  ren- 
loriner  (juc  ccs  doux-lä. 

ExKMPLE  :  Mulliplicande  . . .     x'' -\- x^  +  x'"  +  x*  •{- x^  +  x''- -\- x  +1 
Mulliplicateur x— 1 


3-9  _^^:  ^  x'^-  -\- x^  -\- x^  +  x^  +  x'^  -\-  X 
—  x'  —  .T* — x^ — X*  —  x^  —  x"^ — X — 1 


Froduit  simpliüe.    x^  — 1 

On voll  qu'ici  lous  les tcnncs se  dölruisent,  ä  l'cxception  de x'^ et 
de  —  1,  qui  sont  los  produits  dos  prcmiers  tormcs  entre  cux  et 
dos  doiiiiors  tortnes  entre  eux, 

4G,  Rlmarque.  Si  les  dcux  polynomes  contiennent  plusieurs 
lollres,  on  pourra  los  ordonner  succossivcment  par  rapport  ä 
oiiacune  d'ellcs;  et,  en  appliquanl  la  reniarque  prec6dcnte,  on 
oblicndra  un  cerlain  nonibro  de  Icrmos,  qui  devront  subsislcr 
Sans  rödiiclion  dans  le  i)roduil.  Par  exompie,  si  l'on  mulliplic 
los  dcux  pulynonios  suivants,  qui  sont  ordonncs  par  rapport 
äa, 

a'—a'b^^a^b^-b\c[a'-\-ü''b  —  a'b'—ab\ 

les  termos  a^xa'  ou  a'°,  et  (—6*)  {—ab^}  ou  ab%  seront  irr6duc- 
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tibles  dans  le  produit.  Mais  si  Ton  ordonne  ces  deux  polynomcs 
par  rapport  ä  ö, 

—  a^t'— &*+a'&»-f  a*,     et    —a^b''  —  ab'-{-a''b-\-a\ 

ce  seront  les  produils  ( — a'ö^)  ( — a'ö'')  ou  a°&",  et  a^a*  ou  a", 
qui  devront  subsister  dans  le  produit.  Le  terme  a'"  se  präsente, 
comme  on  voit,  de  deux  manieres  differentes  :  et  nous  trouvons 
seulement  trois  termes  distinets,  qui,  dans  le  räsullat,  ne  peu- 
vent  6prouver  aucune  reduclion. 

47.  NOMBRE   MAXIMUM    DES    TERMES    DU    PRODUIT.    Le    produit 

du  niultiplicande  par  Tun  des  termes  du  multiplicateur  contient 
autant  de  termes  qu'il  y  en  a  dans  le  multiplicande.  Donc,  si  le 
räsultat  n'offre  pas  de  termes  semblables  ä  räduire,  le  nombre 
des  termes  du  produit  total  sera  le  produit  du  nombre  des  termes  du 
multiplicande  par  le  nombre  des  termes  du  multiplicateur.  G'est  \k 
ävidemment  le  plus  grand  nombre  de  termes  du  räsultat. 

48.  Produits  HOMOGENES.  Nous  nous  contenterons  d'enoncer 
lo  theoreme  suivant  : 

Le  produit  de  plusieurs  polynomcs  homog'cnes  (8)  esl  un  pohjnome 
homogene^  dont  le  degre  est  la  somme  des  degres  des  facteurs. 

49.  Theoreme.  Le  produit  de  la  somme  de  deux  nombres  a  eth 
par  hur  difference  est  egal  ä  la  difference  des  carres  des  deux  nom- 
bres. Gc  theoreme  r6sulte  Immediatement  de  Tapplication  de  la 
regle  de  multiplication  au  produit  de  {a-\-b)  par  (a  —  b)  :  il 
füurnit  la  formule 

{a+b)ia~b)  =  a''  —  b\ 

Cette  formule  est  importante  :  eile  sert  surtout  ä  decomposer  la 
difference  de  deux  carres  en  un  produit  de  deux  facteurs,  dont  rim 
est  la  somme  et  l'autrc  la  difference  des  racines. 

ExEMPLEs  : 

1»       {a^  +  ab-\-bJ  —  {a^  —  ab  +  bJ={2a''-\-2b')2ab 
=  kab  (a«  +  b*) ; 


/m-f-ny      /m  —  nV 


2m      2n 

—  ^  —  =  mn. 


SO.  Theoreme.  Le  carre  d'un  polynome  est  egal  ä  la  somme  des 
carres  de  ses  differents  termes,  plus  deux  fois  la  somme  de  leurs 
produits  deux  ä  deux. 

Alg.  B.  I"  Partie.  3 
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Lc  th6oröme  est  coiinu  poiir  \c  hinome  : 

II  se  d^inontic  alsi'mcnt  poiir  le  Irinome  {a-{-b-\-cj.  Gar  rc- 
pr6seiitons  par  s  la  soininc  a  +  fc  des  dcux  prcniicrs  lermes ; 
nous  auroiis,  cii  appliciuanl  la  fonnulc  pi  ec6dente, 

{a-{-b-\-c)^={s  +  cy  =  s*-\-2sc-\-c\ 

RciiiplaQaiit  s  par  sa   valciir,   et  ofTectuant  Ics  calculs,  nous 

aurons : 

(a4-6  +  c)^  =  (a-f-/>)^  +  2(a  +  6)c  +  c* 

=  «2  _!_  2nb  +  6*  +  2ac  +  2bc  +  c^ 
=  a«+6--|-c^  +  2a&-f  2flc+2fec. 

11  est  facile  d'etendrc  le  th^oröme  ä  un  polynome  de   n 

termes , 

^  =  a-\-b  +  c-r....-\-k-\-l. 

Gar  reprösentons  par  s la  somme  des  (n  —  1)  preniiers  termes; 
nous  aureus : 

V'  =  {a-\-b  +  c  +  ....+h  +  rf-  =  {s-\-lj'  =  s'-  +  2sl  +  l\ 

Si  l'oii  suppose  quc  le  ihcoreiiie  esl  vrai  pour  le  polynomc  s, 
s*  reiiferme  les  carr6s  des  termes  a,  ö,  c,...  fc  et  leurs  doubles 
produils  deux  a  deux;  25^  renferme  les  doubles  produits  des 
termes  a,  b,  c....k  par  lc  nouveau  terme  l,  et  i*  est  lc  carrö  de  ce 
dernier  terme.  Donc  P-  renferme  les  carr^s  de  tous  les  termes 
de  P,  ainsi  que  leurs  doubles  produits  deux  ä  deux.  Donc,  si  le 
th^orenie  a  lieu  pour  un  polynomc  de  {n  —  1)  termes,  il  subsisle 
|)Our  un  polynomc  qui  conlient  n  termes,  e'est-ä-dire  un  terme 
de  plus.  Or  il  est  demontrc!;  pour  un  polynomc  de  trois  termes; 
donc  il  subsiste  pour  un  polynome  de  qualre  termes  :  mais,  s'il 
a  licu  pour  un  polynomc  de  quatre  termes,  notre  raisonnement 
montre  qu'il  a  lieu  pour  un  polynome  de  cinq  termeSj  et  ainsi 
de  suitc.  Ainsi  lc  thcoreme  est  general. 

On  formule  souvenl  ainsi  ce  Ibtiorcmc  : 

{'Lay  =  'La'-{-2I.ab, 

le  signe  2  indiquant  la  somme  d'une  s^rie  de  termes  analogues 
ä  celui  que  ce  signe  prcccde. 
Lc  laisonncment  que  nous  venons  4e  faire,  ä  l'aide  duquel  on 
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'elöve  d'une  formule  demontröe  pour  iin  cas  partlculier  u  iine 
brmule  generale,  doit  6tre  remarqu6  :  on  Temploie  souvent  en 
ilgcbre. 

Lorsque  l'on  veut  effectuer  daiis  la  praliqiie  le  carre  d'uii  po- 
ynoinc,  on  siiit  danslc  calcul  la  marche  fournic  par  la  d^inons- 
,ration  pr^cödente,  c'cst-ä-dire  que  Ton  fait  le  carre  du  premier 
ierme,  le  double  produit  du  premier  par  le  second,  et  le  carr6 
lu  second  ;  puis  le  double  produit  de  la  sommc  des  deux  pre- 
iiiers  par  le  troisi^mc,  et  le  carre  du  troisiemc  ;  puis  le  double 
n  oduit  de  la  somme  des  Irois  premiers  par  le  quatrierae,  et  le 
'arr6  du  quatriöme  ;  et  ainsi  de  suitc.  D'aiileurs,  pour  reduire 
ilus  ais^nient  les  termes  semblables,  on  dispose  les  calculs, 
oiiime  on  le  voit  dans  l'exemple  suivant,  de  maniere  que  cha- 
jue  lignc  borizontale  soit  terminöe  par  le  carre  d'un  terme. 

Soit  ä  effectuer  le  carre  du  polynome 

3x* — kax^  —  öa^x'  +  2a^x — a* ; 
in  aura :  9a;' 

— 24ax'+16a2a;« 

— 30a=x'5+40a'a;H25o<x* 

+  12a3x5— 16a'x«— 2O0V+  4a%2 

—  6a^x'+  8a^x^+l0a''x-—ia'x+a* 

.-  iie  simplifie..  9x"-24ax'— 14a2j;«+52a^x^+  3a«x'— 12a'x3+14a«x=— 4a'x+a* 

ol.  Remarque.  Le  carre  d'un  polynome  conlient  au  mo  ins  quatre 
ci-ines  qui  n'eprouventpas  de  reduclion.  Ge  sont,  lorsque  le  poly- 
Kinie  estordonn6,  les  deux  premiers  et  les  deux  derniers.  En 
llVt,  soient  a  et  ß  les  exposants  de  la  lettre  ordonnatrice  dans 
es  deux  premiers  termes  du  polynome,  les  exposants  de  cette 
lellre,  dans  les  deux  premiers  termes  du  carr6,  seront  2«  et  «-fß; 
jr  ces  deux  exposants  sont  differents,  puisque,  par  hypothese, 
X  >  ß ;  et  ils  sont  6viderament  supörieurs  ä  ceux  dont  la  lettre  est 
illeclee  dans  les  aulres  termes  du  carr6.  Donc  ces  deux  termes 
p.e  sauraient  eprouver  aucune  r^duction.  On  verra  de  mcme, 
(jue  le  double  produit  des  deux  derniers  termes  du  polynome  et 
le  carr^  du  dernier  sont  irr6ductibles. 


EXERCICES. 

I.   D^montrer  que  le  cube  d'un  polynome  est  egal  ä  la  somme  des  culies 
des  termeSj  plus  trois  fois  la  somme  des  produits  de  Tun  des  termes  par  io 


36  LIVRE    I. 

carr6  d'un  autre,  plussix  fois  la  somnie  des  produits  des  termes  trois  ätrois ; 

üu  que 

(Io)>  =  Ia'  +  3Ia=t  +  6IoJ>c. 

La  d6monstration  est  analogue  h  celle  du  n°  üO. 

II.  V6rifier  la  formtde 

(a+ö+f)  (a+b—c)  (a+c— ^)(^'+c— a)  =  2a»b»+2oV+2l>V— a'— «;♦— c«. 

III.  Y(5rifier  rögalite 

(ir  +  b'  +  c'  +  cT)  (p^  +  q^  +  r'+s^)  =  {ap+bq  +  cr  +  dsy+{aq—hp  +  cs  —  dr)- 
+  {ar—cp  +  dq  —  bsy+{as  —  dp  +  br—cq)\ 

IV.  Si  Ton  pose  a  +  b  +  c  +  d  =  A, 

a  +  b  —  c  —  d  =  li, 
o  — Jj  +  C— (i  =  C, 
a  — b  — c  +  d=:D; 

et,  si  l'on  a,  ea  mfime  temps, 

ab(a'  +  6')  =  cd(c=4-d»); 
c>n  propose  de  vurifier  la  formule 

AB  (A=  -f  B')  =  CD  {C?  +  D'). 
Les  exercices  II,  III,  IV,  n'offrent  d'autredifficultöquelalongueurdescalculs. 

V.  Soient  ar,  y  ,  *,  u  ,r ,  w,  des  nombres  quelconques.  Si  l'on  pose 

X  — ;/       u  —  s       r  — u      u — v       v  —  tu      w — x 

'"  ~ x  +  y '  ^"~y  +  2'  ^"".s  +  u'     ~~u  +  r'     ~~r  +  w '     ""w  +  af' 

prouver  que  l'on  a  la  formule 

a+m]  (1  +  p)  (l  +  q)  (1  +  r)  (l+s)  (l  +  t) 
=  (l-m)  (1-p)  (1-q)  (1-r)  (1-s)  (I-t). 

VI.  D^monlrer  que  2y-  +  3;5^  +  6('  est  6gal  h.  la  somme  de  trois  carr^s. 

VII.  Simplifier  i'expression 

ilxix+l)  (a;  +  2)+x(.r-l)(x-2))+i(.T-])x(a;  +  l). 

x{]\x^—h) 
On  trouve  ^ * 

0 

VIII.  Vurifier  la  formule 

4  [  (a^—V)  cd  +  {c'—d')  ah]'+[  (a'—b^)  (c^-d^)  —  kabcd }  '=  (a»+&')'  (c'  +  d')'. 

IX.  RMuire  l'expressiou 

x{x+\)  (x+l)      x(x+\)  (2x+)) 


On  trouve 


6 
x{x  +  l] 
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X.  Si  l'on  fait,  dans  le  polyQome, 

ax^  +  2bxy  +  cy', 

la  Substitution  x  =  axi  +^1/, 

y  =  a'x'  +  ßV, 

il  prendra  la  forme  Ax'-'  +  2Bx'y'  +  Cj/'' ; 

et  l'on  aura  la  formule 

B'  — AC=  (62— ac)  (aß'— ßa')». 

XI.  V6rifier  las  6galit6s 

\+x'  =  {l+x''  +  x<j2)  {l+x''  —  x\j2); 

1+X«^{l  +  X'-)    {l+X'  +  Xy^T)    {I  +  X'—X^). 

XII.  Si  l'on  pose         B  =  b^  +  bc  +  c',     C=b''c  +  bc\ 

on  aura  la  formule      k^B^—2^C^  =  {b—c)^2¥  +  bbc  +  2c^)^ 

et,  par  cons^quent,  43^  —  270^  est  toujours  positif. 

Les  formules  VIII,  X,  XI,  XII,  se  verifient  en  effectuant  las  calculs:  les  dsux 
membres  deviennent  alors  identiques. 

XIII.  Demontrer  que,  si  deux  nombras  antiers  o  at  I;  sont  tous  deux  pairs, 
DU  tous  daux  impairs,  la  demi-somme  de  leurs  carres  est  une  somma  de  deux 
carr^s. 

On  s'appuie  sur  le  th^or&me  (30). 

XIV.  Si  a,  b,  m  sont  des  nombres  entiers,  et  si  l'expressioa  a^  +  2mb'  est  ua 
carr6,  demontrer  que  a'  +  mb^  est  la  somme  de  deux  carr6s. 

On  appliqua  le  theorSme  pr^cedent. 


CHAPITRE  III. 

DIVISION  ALGEBRIQUE. 

32,  Lorsqu'on  a  ä  diviser  une  expi^ession  algebrique  A  par 
une  autre  B,  on  indique  le  quolient,  en  plagant  le  dividende 
au-dessus  du  diviseur,  eten  les  s6parant  par  une  barre  horizon- 

tale.  On  öcrit  ^,  et,  le  ^lus  souvent,  il  est  impossible  de  Irans- 
former la  formule  en  une  autre  plus  simple. 
Mais  lorsque  A  et  B  renferment  des  lettres  communes,  il  ar- 


38  LIVRE   I. 

rive  quolqiiofois  qiie  Ton  pcut  simitlificr  ic  qiiolicnl;  et  c'est  ce 
qu'on  appt'lle  alors  cffcclucr  la  divisiun.  Nous  allüiis  öliiilicr  l'opii- 
ralion  h  cc  point  de  vuc  pour  Ics  inonomcs  et  Ics  pülynoraes; 
nous  (lonnerons  la  i  ^gle  ä  suivrc  daiis  cliaque  cas,  r.[  nous  t'tu- 
(iierons  cn  möine  tomps  los  coiulilions,  sans  lesqucUes  le  calcul 
n'est  pas  possihle. 

ön.  La  division  alg61)rique  präsente  trois  cas  :  1*  division  d'un 
monome  par  un  mononic  ;  2»  division  d'un  polynome  par  un 
inonome;  3°  division  d'un  polynome  par  un  polynome. 

$  I.  Division  des  monomes. 

54.  Regle  de  division.  Soit  ä  diviser  75  a'b^c'^cP  par  25  a^bc*;  et 
supposons  qu'il  existe  un  monome  entier  qui,  mnltipliö  par  le  di- 
viseur,  roproduise  Ic  diviclcnde.  D'aprcs  la  regle  de  multiplica- 
lion  (28),  le  coenicienl  75  du  divldendc  doit  etre  le  produit  du 
coelßcicnt  25  dudiviseur  parcelui  du  quolient:  cedernier  s'ob- 
tiendra  donc  cn  divisant  75  par  25;  il  sera  3.  D'apres  la  mßnie 
r6glc,  Texposant  7  de  la  lettre  a  dans  le  dividcnde  doit  ötre  la 
somme  de  l'exposant  3  de  la  möme  lettre  dans  le  diviseur,  et  de 
celui  de  cette  lettre  dans  le  quotient;  on  obtiendra  donc  cc  der- 
nier  cn  retranchant  3  de  7;  il  sera  4.  De  möme  l'exposant  de  b 
sera  3.  Goinme  c  entre  avec  le  merae  exposant  2  au  dividcnde  et 
au  diviseur,  cette  lettre  n'entrera  pas  au  quotient ;  et  comme  d 
entre  äu  dividcnde  sans  entrer  au  diviseur,  eile  devrase  trouver 
au  quotient  avec  son  exposant  5.  Le  quotient  est  donc  3a''bhlK 
La  m6lliode  est  g6n6rale;  eile  conduit  ä  la  regle  suivante  : 
Pour  diviser  un  monome  entier  par  un  aulre:  1°  on  divise  le 
coefficient  du  dividcnde  par  celui  du  diviseur;  2°  07i  ecrit,  wie  fois 
chacune,  les  leltres  qui  entrent  au  dividcnde  avec  un  exposant  plus 
grandqu'au  diviseur;  3°  on  affecte  chacune  de  ces  leltres  ctun  expo- 
sant egal  ä  la  d\(ference  de  ceux  qu'elle  possede  dans  les  deux  mono- 
mes. Si  une  lettre  n'entre  qu'au  dividcnde,  eile  entre  au  quotient  avec 
son  exposant. 

oo.  CoNDiTiONS  DE  possiBiLiTE.  Nous  avous  supposö,  pour  faire 
le  raisonnement,  que  le  quotient  existait  sous  forme  d'un  mo- 
nonic entier.  Or  il  est  6vident  que  cette  hypotli^se  sera  veritiee, 
toutes  les  fois  que  le  coefficient  du  dividcnde  sera  divisible  par  celui 


DU  CALGUL  ALGEBRIQUE,  39 

du  diviseiir;  qu'en  outre,  les  leüres  du  diviseur  entreront  toutesdans 
le  dividende;  et  qu'enfm  Vcxposänt  de  chacune  d'elles  au  diviseur 
sera  au  plus  egal  ä  celui  dont  eile  est  affeciee  au  dividende.  Gar  si 
CCS  conditions  sont  remplics,  on  poiirrn,'en  appliqiiant  la  rftgle 
(S4),  trouver  iin  monome  entier,  qui  multipli6  par  le  diviseur, 
reproduira  le  dividende :  ce  sera  donc  le  quotient  cffectue. 

Mais  si  une  ou  plusieurs  de  ces  trois  conditions  ne  sont  pas 
realis^es,  il  sera  impossible  d'obtenir  le  quotient  sous  forme  d'nn 
monome  entier.  Gar,  si  le  quotient  existait  sous  cette  forme,  le 
raisonnement  et  la  r^gle  seraient  applicables,  et  les  trois  condi- 
tions devraient  6tre  remplies. 

Ce  sont  donc  lä  les  conditions  necessaires  et  süffisantes,  pour 
que  la  division  des  monomes  entiers  soit  possible. 

06.  Expo^ANT  ZERO.  D'apres  la  regle  que  nous  venons  de  don- 
ner,  si  une  lettre  a  entre  au  dividende  avec  l'exposant  m  et  au  di- 
viseur avec  l'exposant  n,  eile  entre  au  quotient  avec  l'exposant 
m  —  n.  Mais  la  d^monstration  suppose  que  l'on  a  m>n.  Si  l'on 
a  m=n,  la  lettre  a  disparait  du  quotient,  et  la  regle  ne  s'applique 
plus.  Si  toutefois  l'on  convenait  de  l'appliquer  encore,  on  aurait 
Qm-m  Q^  ßO,  gl  comme  le  quotient  de  a"*  par  a"  est  evidemment 
l'unitö,  on  conserverait  äla  regle  des  exposants  sa  g^näralit^,  en 
faisant  la  Convention  que  a**  represente  l'unile,  quel  que  soit  a.  D'a- 
pres cela, 

7  5  a'b^c^d^  :25a»  fec'  —  3  a^b'c^d^ ; 

et  ce  quotient  n'est  pas  altere  par  la  Convention,  puisque  le  fac- 
teur  c°=].  On  conserve  d'ailleurs  ainsi,  dans  le  quotient,  la 
trace  d'une  lettre  qui,  sans  cela,  disparaitrait. 

Nous  donnerons  plus  loin  de  plus  grands  details  sur  cette  Con- 
vention, qui  se  lie  ä  la  gen^ralisation  des  exposants. 

§  II.  Division  d'un  polynome  par  un  monome. 

S7.  Regle  de  division.  Le  quotient  de  la  division  d'un  poly- 
nome par  un  monome  n'est  jamais  un  monome;  car  le  produit 
de  deux  monomes  esttoujours  un  monome  (28).  Ainsi,  lorsque 
ce  quotient  exisle  sous  forme  entiere,  il  ne  peut  6tre  qu'un  poly- 
nome. L'operation  consiste  donc,  dans  ce  cas,  ä  trouver  un  po- 
lynome qui,  mullipli6  par  le  monome  diviseur,  reproduise  le  po- 
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lyiiomedividonde.  Oron  a  vu  (30),  qiiele  produild'un  polynome 
par  iiri  luoiioine  est  la  soiniue  dos  produils  de  chiKiiie  lerme  du 
inultiplicande  par  \c  mulliplicateur.  Donc  le  quoüenl  chercM  s'ob- 
ticndra  en  divisanl  chaque  terme  du  dividcnde  par  le  diviseur :  on 
doimera  d'aitleurs  ä  chaque  quolient  partiel  le  süjne  du  terme  du  di- 
vide7ule  qui  l'a  /oi/mi.  Par  exeinple, 

(36a*a;'— 24aV4-28a»j:») :  ka*x*=9as^—6x*-\-7a}. 

ÖO,  CoNDiiiONs  DE  P03SIDIL1T6.  Si  chüque  terme  du  dividende, 
pris  isolänent,  est  divisible  par  le  diviseur,  il  est  6videMt  que  le 
(piülienlosl  un  polyiioine  enlicr,  qu'on  pcul  obtenir  par  l'appli- 
cation  de  la  rt^'gle  preeedenle;  et  la  dömonstralion  de  celte  rbg\e 
prouve,  d'ailleurs,  que  cette  condilion  est  iidcessaire. 

§  III.  Division  des  polynomes. 

{59.  11  est  Ijien  rare  que  Von  puisse  eßectucr  la  division  d'un 
polynome  par  un  autre,  c'esl-ä-dire  irouver  un  troisicmc  poly- 
nome qui,  muliiplie  par  le  second,  rcproduise  le  premier.  Gependant 
lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  adnicttcnt  une  lettre  com- 
mune, il  arrive  quelquefois  que  Ton  peut  mettre  le  quotient  sous 
cetle  forme.  Nous  supposcrons  ici,  que  les  deux  polynome?  sonl 
ordoiin6s  par  rapporl  aux  puissances  decroissantes  d'une  m6me 
lettre,  et  nous  chercherons,  s'il  est  possible,  ä  repr^senter  le  quo- 
tient par  un  polynome  ordonn6  de  la  möme  maniere. 

Le  proc6d<^  de  division  repose  sur  les  theoremes  suivants : 

CO.  Theoreme  I.  Si  deux  polynomes  sonl  ordonnes  suivant  les 
puissances  decroissantes  d'une  mtme  lettre,  et  que  h  quotient  de 
leur  division  soit  egal  ä  un  polynome  ordonne  de  la  meme  maniere^ 
le  premier  terme  de  ce  quotient  est  le  quotient  de  la  division  du  pre- 
mier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  divii^eur. 

En  cffct,  le  quolient,  mullipüe  par  le  diviseur,  doitrcproduire 
le  dividende.  Or,  le  premier  terme  du  produitde  deux  polyno- 
mes ordonnes  provient,  sans  röduction  (^3),  du  produit  des  pre- 
miers  termes  de  cliacun  d'eux.  Le  premier  terme  du  dividende 
est  donc  le  produit  du  premier  terme  du  quotient  par  le  premier 
lerme  du  diviseur;  et  le  premier  lerme  du  quolient  rösulte,  par 
consequent,  de  la  division  du  premier  terme  du  dividende  par 
le  premier  terrae  du  diviseur. 
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On  peut  remarquer  (il),  que  le  premier  terme  du  quotient 
sera  positif  ou  n^gatif,  suivant  que  le  premier  lernie  du  divi- 
dende  et  le  premier  terme  du  diviseur  auront  ou  n'auronl  pas 
le  mßme  signe. 

61.  Theoreme  II.  Si  Von  multiplie  le  diviseur  par  le  premier 
terme  du  quotient,  et  si  Von  retranche  le  produit  du  dividendc,  on 
obtiendra  un  reste  qui,  divise  par  le  diviseur,  donnera  pour  resultat 
Vensemble  des  autres  termes  du  quotient. 

Le  dividende  est  egal,  en  cffet,  au  produit  du  diviseur  par  le 
quotient.  Si  donc  on  en  retranche  le  produit  du  diviseur  par  un 
des  termes  du  quotient,  le  reste  sera  le  produit  du  diviseur  par 
la  somme  des  autres  termes  du  quotient :  cette  somme  sera,  par 
suite,  le  quotient  de  la  division  du  reste  par  le  diviseur. 

62.  Regle  de  division.  Les  deux  theoremes  pr6cedents  per- 
mettent  de  faire  une  division  quelconque  :  car  le  premier  donne 
le  moyen  de  trouver  le  premier  terme  du  quotient,  et  le  second 
ramenela  recherche  de  tous  les  autres  h  une  division  nouvelle. 
Le  premier  tlieoreme,  applique  k  cette  division  nouvelle,  permet 
de  trouver  le  premier  terme  du  nouveau  quotient,  c'est-ä-dire 
le  second  terrae  du  quotient  cherche;  et  le  second  theoröme 
ramfene  la  recherche  des  suivants  ä  une  troisieme  division,  et 
ainsi  de  suite. 

De  lä  r^sulte  cette  regle  : 

Pour  diviser  un  polynome  par  un  autre :  apres  les  avoir  ordonnes 
suivant  les  puissances  decroissantes  d'une  meme  lettre,  on  divise  le 
premier  terme  du  dividcrule  par  le  premier  terme  du  diviseur;  cc  qui 
donne  le  premier  terme  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  ce 
quotient,  et  Von  retranche  le  produit  du  dividende:  cette  soustraction 
se  fail  en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  ä  soustraire,  et  en  re- 
duisant  les  termes  semblablcs.  On  divise  le  premier  terme  du  reste 
par  le  premier  terme  du  diviseur;  ce  qui  donne  le  second  terme  du 
quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  ce  second  terme,  et  l'onrctran- 
che  le  produit  du  reste.  On  obtient  ainsi  un  second  reste,  dont  on  di- 
vise le  p>remicr  terme  par  le  premier  terme  du  diviseur:  ce  qui  donne 
le  troisieme  terme  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  ce  troi- 
sieme terme,  et  Von  retranche  ce  produit  du  second  reste.  On  conti- 
nue  ainsi,  jusqu^ä  ce  que  Von  trouve  zero  pour  reste. 

Le  polynome,  dont  on  a  obtenu  ainsi  les  termes  un  k  un,  est 
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le  (jiiolicnl  cherch6 ;  car,  cn  opöia?il  d'apics collc  n'-gle,  on  a  rc- 
lraiic!i6  succossivciiicnl  du  dividcude  los  produits  du  diviscur 
par  les  diffL'ronts  termcs  de  cc  polynonic;  puisqu'il  nc  rcste 
rien,  il  faul  quo  Ic  dividonde  soit  le  produit  du  diviscur  par  ce 
polynome,  c'esl-ä-dirc  que  ce  polynome  soil  ie  quolient. 

63.  ExEMPLBl.  Soit  i  <liviscr  i' +6x*  +  -'ia;^— 'ix'  +  i  — 1  par^'  +  a?  — 1  :  on 
fecrira,  corame  il  suit,  le  diviseur  Ji  la  droito  du  (li\idcnde,  on  les  s6paraut  par 
uno  b;iric  wriicale. 

Dividende. 


a;S  +  6j;«+4J' 

-4x'+i— 1 

x^  +  x—l 

diviseur. 

_a;S_  ji^.  a-j 

x^+bx'+l 

quotient. 

l*' resto bx*  +  bx^  —  kx' -\- X — 1 

—  5x'  — 5.r'-|-5a;' 


2*resto x^  +  x—\ 

—  X- — x  +  l 


0 

Le  Premier  terme  du  quotient  est  a:',  quotient  de  la  division  de  a;'  par  «'.  Le 
produit  du  diviseur  par  a;'  est  a-*  +a;' — x';  on  ecritsous  le  dividonde  ce  produit 
chaiigö  de  sigiie;  ce  qui  reduit  la  soustraction  ä  faire  une  simple  iMuclion  de 
termes  semblables  :  et  Ton  obtient  ainsi  un  premier  reste  ox'  +  5x' — 4a;'+a;— 1. 

Le  second  terme  du  quotient  est  bx-,  quotient  de  la  division  de  bx*  par  a;'.  On 
multiplie  le  diviseur  par  5a;',  ce  qui  donne  bx*'-\-b3^—bx^;  puison  6crit  ce  pro- 
duit sous  le  premior  resle  en  changeant  son  signe,  et  Ton  opere  la  reduction. 
On  obtient  pour  second  resle  1'+  x —  1. 

Le  troisicme  terme  du  quotient  est  1 ,  quotient  de  a;'  pur  x-.  Si  Ton  multiplie 
le  diviseur  par  1,  et  qu'on  retranche  le  produit  du  second  rcste,  on  obtient  pour 
reste  0.  Le  quotient  cherchö  est  donc 

a;»  +  5a;'+l. 

On  doit  s'habituer  ä  effectuer  ä  la  fois  la  multiplication  de  cliaque  terme  du 
.  divi<eur  par  le  terme  trouve  au  quotient,  la  soustraction  du  terme  correspon- 
dant  du  dividende,  et  la  reduction  des  termes  semblables.  Le  tableau  du  calcul 
se  röduit  alors,  comme  on  le  voit  ici  : 

Dividende...      a;' +  6a;<  +  4a;' —  4x' +  x — 1  Ix'+a;  —  1  diviseur. 

1"  reste 5x'+5x'  —  4x'  +  x— 1  Ix'  +  öx'+l       quolient. 

2*  reste .....  a;'  +  x  —  1 

0 

ExEUPLE  IL  Les  coefficients  de  la  lettre  ordonnatrice  sont  desmonomes  littd- 
raux. 

Soit  ä  diviser  le  polynome 

150»—  9a'ö— 25a652  +  19a*b'—  6o'&'  +  ISo^ö»  — 4a=&8—  5a5'+  25» 

par  le  polynome 

3a'— 5aly'  +  2b'. 
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Nous  nous  contenterons  de  faire  le  tableau  du  calcul. 

D''^    15a'— 9a'ö— 25a'6'+19a'li'— 6a'b'-Hi3aV— 4o'Ö'— 5o6'+26'[  Za'—5ab*+'ib*  D' 

jerreste  — 9a'6—  +  9a'b'— 6a'&*4-13a'ö'— 4a'6'— 5a6'  +  26*  5a»— 3a*ö— 2a''ö»H-6'  Q' 

2«reste  —  6o'ö»  -(-13a'ö*— 4a'b'— 5afi'+2&* 

3«reste  +3a'b'  —5ab'+2b' 


G^:.  ExempleIII.  La  regle  precedente  ne  suppose  nullementque  les  puissances 
de  la  lettre  orJonnatrice  aient  des  coefficienis  numdiiques  ou  monomes.  Ces 
coefficients  peuvent  etre  des  polynomes  ('3:3),sansqu'il  y  ait  rien  h  changer  aux 
raisonnements  etä  lamaniere  de  proc^der.  Seulcment,  quanl  les  coefficiei)ls  du 
prämier  terms  du  dividende  et  du  premier  termedudiviseur  sont  des  polynomes, 
11  y  a  des  divisions  part  elles  ä  operer,  chaque  fois  que  l'on  veut  oblenir  un 
nouveau  terme  du  quotient.  Voici  un  exemple  : 


a' 

x'+Za* 

x'+a*b 

x'-3a' 

a;'+o' 

X — 3a'&' 

a'    x'+2a^ 

z 

-a* 

a;+3o'ö=     S- 

-Za'b 

-5a'ö 

— 4o'b' 

-i-a'b 

+a'6' 

+2a'6' 

—lab 

-4  6' 

— a'65 

— 2a6*      t 

4-3au' 

-t-'ia'b' 

— 2a'ö' 

+  10a'6ä 

+  2a*  6= 

+3a»6' 

+ö' 

+6« 

= 

-b' 

— 3aö' 

+36' 

+  3a6' 
+  46' 

—Zn'b' 

-hab' 
— 56" 

—  60-6* 

— 2a'6' 
+2a6« 

— 2a6' 

;  • 

-t-a* 

x*+a' 

i'— 3a« 

+6' 
x'+a' 

x-Za'^li' 

a 

x-J^a' 

r—a^ 

— 3a'ö 

— 3aV 

+  a'b 

+a'6' 

+  2o'6' 

—b 

— 

+  6' 

o 

+2a'  b' 

-3aV/ 

+7a'6ä 

+2a'6' 

+3a'6« 

-6' 

3 

+ab' 

+2a6* 

+2a-6' 

-6u^ö' 

— 2a6' 

' 

-6' 

+  56' 
— a' 

+  ■20*6 

— a'ö' 

+ci'6' 
—  2fJÖ* 

+  6» 

— a6' 
-56« 

x'—2a' 
+6o'6' 
—46« 

— 2a'6' 
+2a6« 
+b' 
x'+a' 
+a'6' 
—a*b' 
— a'6' 
-a'6' 
+  6' 

x—Za'b^ 
+2a*6' 
+3a'ö« 
-2a6' 

0 

1«  division  partielle: 
a'— 3o'6+3a6'— 6»   I  o'— 2a&+&' 
—  a'&+2u&' — 6' 
0 


2«  division  partielle. 


a — b 


o'— 3a'ö+2a'ö'+  o6'— 6*  I  g'— 2a5+6' 
—  a^b-h  a'6'+  a6'— 6*  I  o'—  ab—b' 
—  o'6'+2a6'— ö* 

0 

S'  division  partielle. 

— a*+2a*ö— o'ö'+o'6' — 2a6'+b'  1  a'— 2ib+b' 
+o'ö'— 2ab'+b'  i  —a'+b' 
0 

On  divised'abord,  dans  ce  cas,(a' — Sa-b+'Sab'' — 6'),  coefficient  du  premier 
terme  du  Dividende,  par  [a' — 2ab  +  b') ,  coefficient  du  premier  terme  du  divi- 
seur  (premiere  division  partielle] ;  ce  qui  donne  (a — f').  Et  comme  x^,  divise 
par  cb',  donne  a;',  le  premier  terme  du  quotient  est  (a — b]x'.  On  multiplie  le 
diviseur  par  ce  terme,  ce  qui  oblige  ä  effectuer  plusieurs  multiplications  de 
polynomes;   puis  on  retranche  ce  produit  du  dividende,  et  on  a  un  premier 
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reslti.  Pour  continuer  l'opöration,  on  doit  iliviser  {a*  —  3a?b  +  7d'b''  +  ah^—h*), 
coefficienl  du  premier  tcrmc  du  vcslc,  par  (a'—  2ab  4-ö'),  (dcuxiume  divisiou 
partielle)  :  ce  qui  dünne  (a?— ab  —  {>').  Le  second  terrae  du  iiuolient  est  donc 
(fl' — ab  —  b^}x.  La  mulliplication  du  diviseur  par  ce  ternic,  et  la  soustraction, 
ainincnt  un  nouvoau  resle,  sur  Icquel  on  opöre  comme  sur  le  pricüdent;  et  Ton 
arrive  ainsi  au  quotient  chcrche. 

Oö.  CoNDiTiONS  DE  POssiBiLiT^.  —  Los  raisoiinemenls,  qui 
nous  ont  conduit  au  proc6d6  de  division,  supposent  essentielle- 
nient  que  le  quotient  puisse  s'exprimer  par  un  polynotne.  Or, 
lorsqu'on  a  k  diviser  un  polyuome  par  un  aulre,  on  ignore  le 
plus  souvent  si  celte  condition  est  remplie.  II  est  donc  importanl 
de  delermincr  los  caracl^res  auxquels  on  reconnnltra  qu'une 
division  est  possible  sous  cette  forme.  Ges  caraclöres  sc  rcncon- 
trenl  dans  le  proced6  meine  quo  Ton  emploie. 

En  effet,  si  une  division  est  possible, 

1°  Le  premier  terme  du  dividende  doil  ttre  divisiblepar  le  premier 
tcrme  du  diviseur,  et  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier 
terme  du  diviseur  (-43). 

2°  Le  premier  terme  de  chaque  reste  doit  itre  divisible  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur :  car  il  est  le  produit  du  premier  terme  du 
diviseur  par  un  terme  du  quotient. 

3°  Apres  un  certain  nombre  de  divisions  partielles  successivcs,  on 
doit  trouver  au  quotient  un  terme  gut,  multiplie  par  le  diviseur,  re- 
produii  le  dividende  particl  qui  Va  fourni:  car  on  doit  oblenir  le 
rcste  z6ro. 

Ges  condilions  sont  necessaires:  et  si  l'une  d'elles  n'est  pas 
remplie,  il  n'cxiste  pas  de  quotient  sous  la  forme  d'un  polynome : 
la  division  ne  peut  s'effectuer. 

Ges  conditions  sont  süffisantes;  car  si  elles  sont  remplies,  le 
procede  employe  fournil  6videmment  un  polynome,  qui,  mul- 
tipli6  par  le  diviseur,  reproduil  le  dividende. 

()G,  CaRACTERES  auxquels  on  RECONNAIT  SI  UNE  DIVISION  PEUT 

ou  NE  PEUT  PAS  s'effectuer.  —  Lorsque  les  polynomes  sont  or- 
donn6s,  comme  nous  l'avons  suppose  (39),  suivant  les  puissances 
d6croissantes  d'une  mßme  lettre,  l'exposant  de  cette  lettre  dans 
le  premier  terme  de  chaque  reste  va  toujours  en  diminuant, 
puisque  la  r^duction  des  termes  semblables  fait  disparaitre  au 
jnoins  le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel.  Par  con- 
s^quent,  si  l'on  continue  d'appliquer  le  proc6d^  de  division,  on 
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arrivera  necessairement  ä  un  reste,  dont  lepremier  terme  contiendra 
la  lettre  ordonnatrice  avecun  exposant  plus  faible  que  celui  dont  eile 
est  affectee  dans  le  premier  terme  du  diviseur.  Ou  ce  resle  scra  iiul, 
et  la  division  sera  effectu^e;  ou  il  ne  sera  pas  nul,  et  la  division 
sera  impossible. 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  Ton  pourra  6tre  averli  de 
rimpossibiiit^  de  la  division,  avant  d'arriver  au  reste  dont 
nous  paiions.  Gar  il  pourra  se  faire  que  le  premier  terme  d'un 
reste  anterieur  ne  soit  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur. . 

ExEMPLE  IV.  Diviser  x^  +  5x*  +  2x^  par  x^+  x. 

Dividende.    x^  +  bx*  +  2x^  |_£Li£ '  diviseur. 

+  4a;*  -h  2x'  |  x^  +  itx'—2x  +  2        quotient. 
—  2x' 

+  2x' 

—Ix 

La  suite  des  calculs  amene  le  reste  —  Ix,  qui  n'est  pas  divisible  par  a;' :  donc 
la  division  est  impossible. 

Quand  une  division  ne  peut  pas  s'effectuer,  il  existe  un  autrc 
caractere  auquel  on  peut  reconnaitre  k  quel  moment  on  doit 
s'arreter.  En  effet,  si  la  division  est  possible^le  dernier  terme 
du  dividende  doit  etre  le  produit  du  dernier  terme  du  diviseur 
par  le  dernier  terme  du  quotient  (43).  II  resulte  de  lä,  qu'cn 
peut  d^terminer  imm^diatement  le  dernier  terme  du  quotient, 
en  divisant  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier  terme 
du  diviseur.  Donc,  lorsqu'en  formant  les  lermes  successifs  du  q\bo- 
tient,  on  en  trouvera  un  de  degre  moindre  que  le  terme  ainsi  cal- 
cule,  on  pourra  affirmer  que  Voperalion  ne  se  termine  pas,  et 
qu'aucun  polynome  ne  peut  representer  le  quolient.  //  en  sera 
de  meme,  si  l'on  arrive  ä  un  terme  de  meme  degre  que  le  terme  ainsi 
calcule,  et  qui  ne  lui  soit  pas  identique. 

Dans  l'exemple  IV ,  si  le  quotient  existait,  le  dernier  terme:  uevrait  etre  2x', 
quotient  de  2.r'  par  x.  Cr  le  premier  terme  4x«  du  premier  reste,  divise  par  x^, 
donne  pour  quolient  4a;''.  Sans  aller  plus  loin,  on  peut  affirmer  que  la  division 
ne  se  terminera  pas. 

67.  Division  des  polynomes  ordonnessuivant  les  puissances 
CROissANTES  d'une  LETTRE.  II  arrivc,  dans  certains  cas,  que  l'on 
ordonne  les  termes  d'un  polynome  suivant  les  puissances  crois 
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sanles  d'une  lettre.  Oii  pciit  faire  ki  division  de  deiix  polynomes 
ordoniK^.s  de  cetle  maniere,  et  ti'ouver  les  divers  teniies  du 
quolient,  eii  coininengant  parceux  dans  lesquels  )a  lettre  prin- 
cipale  a  le  moindrc  cxposant.  La  th^orie  est  al)solumenl  la 
möine  que  daiis  le  niode  ordinaire  (ropi'ier;  seulenn'nf,  dans  le 
cas  oü  la  divi>ioii  exacle  ii'est  pas  pussible,  il  peul  arrivcr  qu'elle 
se  poursuive  indelinimont;  et  l'oii  obtient  alors  des  restes,  dont 
le  degr6  aupniente  de  plus  en  plus,  au  lien  de  diininuer,coinme 
cela  avait  Heu  dans  le  cas  des  polynonics  ordoiines  suivaut  les 
puissances  d6crolssanles. 

Pour  donncr  un  exemple  de  cette  mani'ire  d'opurer,  reprenons  la  division 
elTeduöe  au  paragniplie  (G3),  en  ordounant  les  deux  polyiiomes  suivaut  les 
puissances  croissantes  de  x. 

Exemple  V.  Divid*' —l+a5-4x' +41' +Gx<  +  a;*  I  —  1  +  a;  4-  a^^         div 
— 5x'  +  4x'  +  Gx«  +  a;'  |  +  1  +  5x'  +  x'        quol' 
—  a-3+   x'  +  x^ 

Nousdiron'^:  le  dividende  etant  le  produitdu  diviseur parle  quotient,  la  terme, 
dont  le  dcgr6  en  x  y  est  le  moins  61eve,  provient  sans  röduction  du  produit  des 
deux  termes  analogucs  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient  (i'S);  et,  par  cons6- 
quent,  le  premier  terme  du  quotient  est  le  quotient  de  la  division  du  premier 
terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur  :  il  est  +  1. 

On  demoiitrera,  absolument  comme  on  Ta  fait  (Gl),  qu'en  retranchant  da 
dividende  le  pro  iuit  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quolient,  on  obtient 
un  resle  —  5x'+  4x^  +  Gx'  -\-x^  qui,  divis6  par  le  diviseur,  fournira  les  termes 
qni  doivent  completer  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  6gal,  pour  les  raisons  donnees  plus  h'iut,  au 
quotient  de  la  division  de  — 5x-par  —  1,  c'est-i  dire  qu'il  est  +  6a;*. 

En  muUipliant  +  5x=  par  le  diviseur,  en  retranchant  le  resullat  du  premier 
reste,  on  obtient  un  second  reste — x'  +  x'+x'',  uui,  divise  par  le  diviseur, 
fournira  les  termes  qui  doivent  completer  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  egal,  pour  les  raisons  donnöes  plus  haut,  au 
quotient  de  la  division  de — x' par — 1,  c'est-ä-dire  qu'il  est+x^;  en  le  muUi- 
pliant par  le  diviseur,  et  retranchant  le  produit  du  reste  prcced  nt,  on  trouve 
une  difference  nulle;  et  Top^ration  est  par  consequent  termin^e. 

GB.  GaRACTERE    AUQUEL    on  RECONNAIT    QU'uNE  DIVISION    AINSI 

ORDONNßE  EST  iMPOssiBLE.  Dans  l'exemplc  precedent,  Topöration 
se  termine,  et  ler6sultat  est  identique,  comnie  cela  devait  ßtre, 
avec  celui  qu'a  fourni  la  premicre  maniere  d'op6rer.  Mais  il 
n'en  serait  pas  de  mänie,  si  nous  prcnionsune  division  impos- 
sible  ä  efTcctuer  exactement.  Solt,  par  exemple,  k  diviser 
(1  -f  a;+a;'--f  2^3}  par  (1  +  20;). 
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EzEMPLE  VI.    Dividende  1  4- rc  +  a;^  +  2.r"';i  -{-2x diviseur. 

—  x+  x^  +  2x'\l — x  +  'ix^  —  iix^+...  quoüent. 
+  3x'  +  2x3 
—  4x3 

+  8x* 

En  appliquant  le  procedä  ordinaire  ä  cct  exemple,  on  obtient 
des  restes  successifs,  dans  lesquels  l'exposant  de  la  lettre  x,  au 
premier  terine,  va  toujours  en  augmerilant;  d'ailleurs  la  divi- 
sioii  du  premier  terme  dechaqiie  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur  est  toujours  possible.  Donc  le  premier  caraclere  d'im- 
possibilite  (66)  ne  se  manifestera  pas. 

Mais  il  eu  existe  un  autre,  analogue  au  second,  qui  se  pre- 
sente  toujours,  dansle  cas  oü  la  division  nepeut  pas  s'effectuer. 
En  effet,  si  la  division  est  possible,  le  dernier  terme  du  dividende 
est  le  produit  du  dernier  terme  du  quotient  par  le  dernier 
terme  du  diviseur;  par  suite,  le  dernier  terme  du  quotient  s'ob- 
tiendra  imm^diatement,  en  divisant  le  dernier  terme  du  divi- 
dende par  le  dernier  terme  du  diviseur.  Or  le  degre  des  termes 
du  quotient,  par  rapport  ä  la  lettre  ordonnatrice,  va  en  augmen- 
tant.  Donc,  lorsqu^on  arrivera,  en  appliquant  leprocede,  ä  placer 
au  quotient  un  terme  de  meine  degre  que  le  terme  ainsi  calcule  et 
qui  ne  lui  serait  pas  identique,  ou  bien  un  terme  de  degre  superieur, 
on  pourra  affirmer  que  la  division  est  impossible. 

Dans  l'exempleVI,  si  le  quotient  existait,  son  dernier  terme  serait  x',  quo- 
tient de  2x3  pgj.  2J-;  donc,  lorsqu'on  est  amenö  ä  mettre  au  quotient  le  terme  3x', 
on  doit  s'arreter;  la  division  ne  saurait  s'effectuer. 

En  resume,  on  voit  que,  dans  lous  les  cas,  le  procede  mömc 
de  la  division  conduit  necessairement  ä  descaracteres  certains 
de  possibilit6  ou  d'impossibilit6. 

§  IV.  Des  divisions  qui  ne  peuvent  se  faire  exactement. 

G9.  D^FiNiTiONS.  On  dit  qu'un  polynome  est  entier  par  rapport 
ä  une lettre  a;,  lorsqu'il  ne  contient  la  lettre  x  ni  en  d6noraina- 
teur,  ni  sous  Ic  signe  y/  •  Ainsi  l'expression 

4  5a  5 

est  un  polynome  entier  en  w. 
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Si  un  polynome  eslenliorpnr  rapport  h  iine  lettre  x,  le  rfr^rd 
de  ce  poIynome,  parroppori  ä  celle  IcKre,  est  l'exposant  le  plus 
61ev6  dont  eile  est  affectöc.  Lc  polynonie  pröc6denl  est  du  3«  de- 
f^i'd  en  X. 

On  dit  qu'un  polynomc,  entier  en  a;,  est  dirmWe  par  un  autre 
polynomc  entier  en  ic,  quand  lo  (luolient  peut  s'exprimer  par 
un  polynomc  de  iiiöme  forme.  Les  cocfficicnlspcuvent  ötrc  quel- 
Cünipu's.  Aiiisi  ox*  —  3  est  divisible  par  a-y/a-l- v/3'j  le  quotient 
est  x\'a — v/3. 

Lorsque  Ics  dciix  polynomcs  n'ontpas  pour  quotient  un  Iroi- 
siöme  polynomc,  on  dit  qu'ils  nc  sont  pas  divisiblcs  Tun  par 
l'autre.  On  peut  nöanmoins,  dans  ce  cas,  donner,  cn  g6n6ral,  h 
Texprossion  de  leur  quotient,  une  forme  plus  simple  que  celle 
(jui  rösulterait  de  la  seule  indicalion  de  l'op^ration.  Nous  allons 
demonlrer,  en  effet,  les  theoremes  suivants. 

70.  Theoreme  I.  Si  deiix  polynomes  XetB  sont  entiers  en  x  (A 
etanl  d'un  degre  au  moins  egal  ä  celui  deB),  onpeuttoujoursmeUre 

k  quotient'-  sous  la  forme  d'un polynome  Q,  entier  en  x,  augmente 

d'une  fraclion  ^  ayant  poar  denominateur  le  diviseur  ß,  et  pour 

numeroteur  un  pohjnome  R  entier  cn  x,  de  degre  moindre  que  B. 

On  peut,  en  effet,  ordonncr  les  polynomes  A  et  B  suivanl  les 
puissanccs  dccroissantes  de  x,  et  leur  appliquer  le  proc6d6  de 
divisiou  (G2);  comme  les  coefficients  du  quotient  ne  sont  pas 
astreints  ä  elreenliers,  on  peut  conlinuer  l'opöration,  jusqu'äce 
que  Ton  trouve  un  reste  de  degrä  moindre  que  B.On  obtiendra 
ainsi  au  quotient  differents  termes^  dont  aucun  ne  contiendra  x 
en  denominateur.  Gar  les  dividcndes  parliels  qui  les  fournis- 
sent  sont  tous  d'un  degr6  supörieur  ou  au  moins  6gal  ä  celui 
de  B;  et  leur  premier  terme  contient,  par  suite,  a?  ä  un  degrä 
supcrieur  ou  au  moins 6gal  ä  celui  du  premier  terme  de  B. 

Soit  Q  l'ensemble  des  termes  obtenus,  lorsque  Ton  parvient 
äun  dividende  partiel  R,  de  degr6  moindre  que  B:  R  est  ce  qui 
reste  du  dividende  A,lorsqu'on  en  retranche  successivementles 
produits  de  B  par  les  divers  termes  de  Q;  il  est  donc  ägal  ä 
A-BQ;  et  Ton  a,  par  suite, 

A  =  BQ+R: 


DU  CALCÜL  ALGßBRIQUE.  k\i 

d'oü,  en  divisant  par  B  les  deux  membres  de  la  formule, 

B""^^B' 
Ic  quotient  ^  est  donc  mis  sousla  forme  annoncöe. 

71.  Theoreme  II.  La  transformation  precedente  ne  peut  se  faire 
que  d^une  scule  maniere. 

Supposons,  en  effel,  qu'en  divisant  A  par  B,  on  puisse  obtenir 
d'une  pari  Q  pour  quotient  et  R  pour  reste,  et  de  l'autre  Q'  pour 
quolienl  et  R'  pour  reste,  Q  et  Q'  6tant  entiers  en  x,  et  R  et  R' 
etant  de  degr^s  moindres  que  B,  on  aurait,  par  ce  qui  precfede, 

A  =  BQ+R,      A=BQ'-f-R'; 

et  l'on  en  conclurait, 

BQ+R=BQ'+R', 

formule  que  Ton  pourrait  ßcrire 

B(Q-Q')=R'_R. 

Or  R  et  R'  etant  de  degres  moindres  queB,  il  en  est  de  meme 
de  leur  diflörence;  tandis  que  le  degr6  deB  (Q  — Q'j,  parrapport 
ä  X,  est  au  moins  egal  ä  celui  de  B.  Donc  le  second  membre  est 
d'un  degre  moindre  que  le  premier;  et  l'^galitö  est  impos- 
sible. 

72.  ExEMPLES.  On  trouve,  par  lamethode  prec6dente  : 

x^  —  7x'^  +  x—\        .  ,       ,  4.T--1 
x^  —  3  X —  3 

19   ,__33 
2.T*  4-  3a:2  —  5a;4-  7      2      ,    7  "^        ,  -i-  +  7 
"*  Ix'  +  x  —  l  7     ^     7x3+x— 1     ' 


3x-j  -  3.-1 

Si  le  degr6  du  polynome  A  etait  moindre  que  celui  de  B,  le 
quotient  Q  serait  egal  ä  z6ro,  et  le  reste  R  serait  6gal  au  divi- 
dende  lui-ni6me. 

75.  Remabque.  Quand  on  applique  au  quotient  dedeuxpoiy- 
nomes  A  et  B  la  transformation  prcc6dente,  on  donne  au  poly- 
.'lg.  B.  !'•'-' Partie  'k 
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nonioO  le  iioiii  de  quolicntentier,  et  au  nuuiörateur  R  de  la  frac- 
lion  y.  celui  de  reste  de  la  division. 

74.  Gas  ou  l'on  change  la  lettre  ordonnatrice.  Nous  avons 
prouvö  que,  !♦  s  dciix  polynomes  A  cl  B  etant  ordonnrs  par  rap- 
poil  ä  uiie  möme  lellrc  x,  Je  qiiotioiil  enlier  et  le  reste  ne  peii- 
venlavoir  qu'iine  seiile  forme  (71).  Mais,  sil'on  change  la  lettre 
ürdonnalricc,  les  incimcs  polynomes  peiivent  conduiie  ä  nn 
iiouveau  quotienlet  a  un  nouveau  reste.  Si  Toji  coiisidere,  par 
exeniple,  latraction 

en  ordonnant  par  rapport  ä  x,  on  trouve  pour  quotienta;*  — t/', 
et  pour  reste  2j/*.  Si  Ton  ordounait,  au  contraire,  par  rapport 
ä  y,  on  Irouvcrait  pour  quolient  i/ — o?*,  et  pour  raste  2a;*;  en 
.sorle  que  l'on  a  : 

^'  +  t  =  ^'-y'+      V 


y^-\'X^        ,       ,  ,      2x' 
—  y'—x^-\- 


ytj^x^—y        -^^sfi^yi' 


§  V.  Diff^rences  et  analogies  entre  la  division  arithmetique  et  la  division 
des  polynomes. 

7o.  Les  polynomes  ordonnös  suivant  les  puissances  d'une 
niöme  lettre,  prösentent,  avec  les  nombres  entiers,  des  analo- 
gies qu'il  est  bon  de  remarquer.  Un  nombre  enlier,  comnie 
783214,  cxprime  (7X10^)  -f  (8  X  10*)  +  (3  X  10')-|-(2  X  10*) 
-j-(l  X  10)-f-4;  et  l'on  peut  l'assirailer  au  polynome 

7^^»-}- 8a;*-{- 3a;*  +  2a;' -f- a; + 4, 

danslequel  on  aurait  suppos6  a;=l0.  Les  chiffres  du  nombre 
sont  ainsi  les  coefficienls  des  termes  du  polynome.  II  ne  faut 
pas  croire  cependant,  quetoulequestion  d'aritbmeliqiie,  relative 
ä  des  nombres  entiers,  soit  purement  et  simpleraent  un  cas 
particulier  d'une  question  d'algebre,  dans  laqnelle  ces  nombres 
seraient  remplac6s  par  les  polynomes  correspondants. 
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Gomparons,  par  exemple,  les  deux  queslions  suivantes  : 
Diviser  783214  par  321  : 

Diviser        7x^-\-Sx''-{-3x^-\-2x*+x-{-ii  par  3a;*+ 2a;-f  l. 

Les  conditions  des  deux  problemes  oiU  enlre  elles  des  diffe- 
rences  essentielles,  qui  nepermeltent  pas  de  considerer  le  pre- 
mier  comrne  un  cas  particulier  du.  second. 

1°  Les  divers  chiüres  du  qiiotient  de  la  division  arilhni^lique 
doiventetreenliers;  tandis  que  le  quolient  de  la  division  alge- 
hriqiie  peut  etre  un  poIynome,  cntier  par  rapport  ä  x,  dont  les 
coefficients  soient  des  nombres  fractionnaires. 

2°  Les  divers  cljiffres  du  quolit  nt  et  du  roste,  dans  la  division 
arilhmetique,  doivcnt  6lre  moindres  que  10;  tandis  que  rien  ne 
limite  la  grandcur  des  coefticients  des  diverses  puissances  de  x, 
dans  la  division  algebrique. 

3°  Dans  la  division  arilhmetique,  le  raste  doit  6tre  moindre 
que  le  diviseur.Dans  la  division  algebrique,  il  doit  6tre  dedegrö 
inoindre. 

4°  Enfin  en  algäbre,  les  r^sultats  obtenus  conviennenl  pour 
loutes  les  valeurs  de  x  :  il  n'y  a  pas  de  condition  analogue  en 
arilhmetique. 

§  VI.  Tii^or&mes  et  applications. 

76.  Theoreme.  Si  un  polynome,  entier  en  x,  est  ordonne  par 
rapport  aux  puissances  decroissantes  de  cetle  küre,  le  reste  de  la  di- 
vision de  ce  polynome  par  le  binome  (x — a)  s'ohlient  en  remplagant 
X  par  a  dans  le  polynome. 

En  eilet,  le  diviseur  {x — a)  etant  du  premier  degre,  on 
pourra  pousser  la  division,  jusqu'ä  ce  qu'on  obtienne  un  reste 
de  degre  moindre,  c'esl-ä-dire  indepcndant  de  x.  Soient  donc 
X  le  dividende,  Q  le  quolient,  entier  en  x,  qui  resulte  de  Celle 
division,  et  Rle  reste.  On  aura  identiquemenl  la  formule : 

X=(a;— a)Q+R. 

Or,  celte  t^galit^  a  lieu  pour  toule  valeur  attribu6e  a  x ;  car  en 
multiplianl  {x—a)  par  Q,  et  en  ajoutant  R  au  produit,  on  doit 
retrouver  idenfiquenicnt  le  polynome  X,  sans  qu'il  soll  nöces- 
saire  de  donner  ä  x  une  valeur  parliculicre.  On  peut  donc  y 
supposera;=  a.  Or,  cetle  hypothese  annule  le  facteur  {x—  a) : 
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eile  donue  h  Q  imn  valoiir  lU'lcriniiic.';  olle  anmile  doncle  pro- 
duil  (;r  —  (i)  Q.  D'ailloiirs  olle  iie  cliaiigc  pas  la  valciirdc;  U,  qui 
iie  coiilienl  pas  x  :  donc  si  Ton  dösigne  par  X»,  la  valeiir  qiie 
preiid  X,  qiiaiid  on  y  rein[)laee x  par  a,  IV^galite  se  icdiiit  ä 

r/csl  CO  (ju'il  fallait  d(^monlrcr. 

77.  CoROLLAiRES.  1°  Si  iin  polynomc  X  dement  nitl,  qnund  on 
y  reiiiplacc  \  par  a,  il  est  üivisiblc  par  (x  —  a).  Gar  Xo,  dldul  iiul 
par  liypolliese,  li;  restc  R  de  la  division  est  nul  aussi. 

2°  54  un  polynomc  X  est  divisible  par  (x  —  a),  ü  se  reduit  ä  zero, 
(juand  on  y  retnplace  x  par  a.  Cir  le  icste  R  öiant  nul  [)ar  liypo- 
lliese, il  eil  est  de  iiieiup  de  X». 

Ainsi,  pour  quunpolynome,  entier  en  x,  soü  divisible  par  (x — a), 
il  fallt  et  il  suffil  qu'il  se  reduise  ä  zero,  quand  on  y  remplace  x 
par  a. 

7o.  Gelte  dernierc  proposition  csl  d'iinc  grandc  importance. 
Boiiions-nous  k  en  signaler  quelijucs  const'quencesimesl,  dans 
ce  qui  suit,  uu  nombie  entier  (pielconque. 

1"  (x""  —  a™)  est  toiijours  divisible  par  (x  —  a).  Carce  polynomc 
s'annule,  quar.d  on  y  renipiaee  x  par  a. 

1°  (x^-t-ii"*)  n'cst  Jamals  divisible  par  (x — a).  Gar,  en  rempla- 
^iuil  X  paro  dans  le  dividende,  onobtient,  le  reste  2a"'. 

^°  {k'"  —  ^"')  est  divisible  par  (x  +  a),  quand  in  est  pair,  et  ne 
fest  pas,  quand  ni  est  irnpair.  En  effet,  diviser  par  (x-^a),  c'est 
diviser  par  [x — ( —  a)\ :  il  laut  donc,  pour  avoir  le  reste,  subsli- 
tuer  ( — ä)  a  x.  Le  dividende  devient  alors  [(—«)'" — a'"].  Or, 
si  m  est  pair,  on  a  (40)  ( — a)'"=a'";  et  si  m  est  impair,  on  a 
(— 0)"'=— a".  Donc  le  reste  est  nul  dans  le  premier  cas,  et  il 
est  (—  2a"')  dans  le  second. 

40  (x""-}-^"')  ^*^  divisible  par  (x  +  a)  quand  m  est  impair,  et  ne 
fest  pas,  quand  m  est  pair.  Gar,  cn  snbslituant  cncore  ( — ä)  ä  x, 
le  dividende  devient  [{— a)"'-}-a'"].  II  est  donc  nul,  si  m  est  im- 
pair; et  11  est  2a'",  si  m  est  pair, 

71).    LOI    DU     QUOTIENT    DE    LA    DIVISION    d'uN    POLYNOME    PAR 

{x  —  a).  Nous  avons  fait  connaiire  la  loi,  d'apres  laquelleon  ob- 
lientlereslede  ladivisiond'un  polynomc  par(a; — a)  (7G}.0npeut 
aussi  dccouvrir  aisement  la  loi  du  quolient.  Representonsle  poly- 
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et  cherchons  ä  cflectuer  la  division. 


Dir*°    Ao.T''+A,x""-'+A:,r'"--+...+A„_2.T24-A„_,x+A 
Aoa|j;'"-'+A2.r'"-^+...+A„_2X-+A„_iX+A 


DiV 


AoX"-'+Aoa'i;'-'-^+...  Q'. 
+A,  I 
+  ...+A„_.a;=+A„_,x+A, 


I  +A«  I 

i  +Aoa= 

2'  R"  I  +A,a 

I  +A, 

Le  premicr  terme  du  qiiolient  est  A^x""-^.  En  multipliant  le 
diviseur  par  ce  terme,  et  en  retranchaiit  le  ptoduit  du  divi- 
dende,  on  oblient  un  prcmier  reste,  dont  le  jjremier  terme  est 
(A^a -j- Ai)x'"-*,  et  dont  les  autres  sont  les  termes  iiiemes  qui 
suivenl  le  second  dans  le  dividende.  Le  second  terme  du  quo- 
tient  est  (A ^a -\- Ai]x'"-'^ ;  pour  avoir  le  premier  terme  du  second 
reste,  il  faut  multi[)lier  par  a  le  second  terme  du  quolitnt,  et 
lui  ajouler  le  Iroisieme  terme  du  dividende  :on  obtient  ainsi 
{A^a^  -\-  Aia-\- Ai)x'^^ .  Par  suite  le  troisieme  terme  du  quotient 
est  {A^a^  ^  Aia  -\-  Ai)x"'~^.  En  continuant  le  calcul,  on  raet  faci- 
lement  en  övidcnce  la  lol  suivante: 

Le  quotient  cVun  pohjnome,  enlicr  cii  x,  du  degre  m,  par  (x  —  a), 
estun  polyno7ne,  entier  en  s.,  du  degre  {m  —  1).  II  est  ordoiwe,  comme 
le  pohjnome  propose,  par  rapport  aux  puissances  decroissantes  de  x. 
Le  coefßcieni  du  premier  terme  est  celui  du  premier  terme  du  divi- 
dende. Pour  obtenir  le  coefficient  du  second  terme,  on  multiplie  le  pre- 
cedentpar  a ;  et  Von  ajoute  au  produit  le  coefficient  du  second  terme  du 
dividende.  Pour  former  le  coefficient  du  troisieme  terme,  on  multiplie 
celui  que  Von  vient  de  former  par  a,  et  Von  ajoute  le  coefficient  du 
troisieme  terme  du  dividende.  Et,  en  gencral,  le  coefficient  du  n"" 
terme  est  egal  au  produit  du  coefficient  prccäknt  para,  produit 
augmente  du  coefficient  du  n"'^  terme  du  dividende.  Si  le  dividende 
n'est  pus  un  polynome  complet,  il  faut  retablir  les  termes  qui  man- 
quent,  en  leur  donnant  zero  pour  coefficient. 

ExEMPLE.  Trouver  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  du  polynome 
3«*  —  4x*  — 2a;^  +  7  par  x  —  2.  On  ecrit  ainsi  le  dividende 

^'o;^  —  4.r*  +  0x3  —  2x2  +  Ox  +  7  ; 

on  trouve  pour  quotient  3x'  +  2x'  +  U^  +  6x  +  12,  et  pour  reste  3!. 
Si  Ton  aiiplique  la  loi  precedente  aux  exemples  du  n°  ff  8,  on  trouve  : 

1»  ^"'~"°'=x»-'  +  aT"-'  +  a^x"-'  + +  a— 'x^  +  a—'x  +  a—' 
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.r — a  * — * 

3"  dUZl^a— I  — (i.i— ='  +  ü-.r"-^— -a-- ■'a;'+o"-=x  — a—', 

.r  +  .1 

si  m  est  pair; 


x'  —  n 


ei  t —  =  j— ' — aa;— » +  a'i— ^  - -t-  a— 'x»— o— 'x  +  a"-'  — 


2a" 


,x-  +  a' 
'  —  a.r"'--  +  a'-'-i'""^  — +  a  ""^'.r- — o"--x  -f-  a""' , 


X  -t    (( 

si  t«  e>l  impair. 

x+a 
si  m  est  impair; 

et  "'""'"'*"'  =:  X— ' — ax""-'  +  a=.r"— =  — —  a"— "x^  +  «""'J — a"'-'  +  -^^ , 

x+  a  X  +  a 

si  m  est  pair. 
On  pfiit,  d'ailleurs,  obtenir  directemont  ces  formules. 

80.  Theoreme.  Si  un  polynome  A,  enlier  en  x,  se  reduit  ä  zdro, 
quand  on  y  remplace  x  par  n,  ou  par  b,  ou  par  c  (n,  b,  c,  äant 
des  noml/res  inegaux),  ce  polynome  est  divisible  par  le  produil 

(x_a)(x-b)(x-c). 

Ell  effet,  puisque  A  s'aiinule  pour  x  =  a^  il  est  divisible  par 
{x — a)  (77).  Si  donc  on  d6sigiie  par  Q  Ic  quotlent,  entier  eu  x, 
que  Ton  oblieiit,  oq  a  : 

A  =  (a;-a)0. 

Celle  egalitö  ayant  Heu,  quel  que  soit  x,  on  peut  y  supposer 
x  =  b;  et,  si  l'on  d^signe  par  0«,  la  valeur  de  Q,  dans  Celle  hypo- 
thöse,  r«''galil6  devient 

0  =  (6-a)Q». 

Or,  la  difforenci^  (ö  —  a)  n'esl  pas  nulle,  par  hypolböse :  donc 
Ob=0.  Donc  Q  est  divisible  par  (x  —  b)  (77).  D6signant  le  quo- 
tient  par  Q',  on  a  : 

Q  =  {x-b)Q'; 

et  par  suite,  A  =  (a; — a){x~b)Q'. 

Cello  6galile  ayant  Heu,  quel  que  soit  x,  on  peut  y  supposer 
x=-c;  et  eile  devient : 

0  =  {c-a){c-b)Q',, 

Q',  ^tant  la  valeur  que  prend  alors  Q'. 
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Or,  les  differences  (c  —  a),  (c  —  b),  nn  soiit  pas  nulles  :  donc  Q'« 
doit  etre  nul.  Dane  Q'  est  divisible  par  (x — c);  et,  en  designant 
le  nouveau  quotient  par  Q",  on  a  : 

Q'  =  (x-c)Q", 

d'o«  \=(x  —  a)(x—b)(x— c)  Q". 

Donc  A  est  divisible  par  le  produit  {x  —  a)  {x  —  b)  (x  —  c). 

EXERCICES. 

L  Trouver  la  condition  nöcessaire  et  süffisante  rour  qus  (a;" — a")  soit  divi- 
sible par  (x" — a"). 
II  fauf  et  il  suffit  qua  m  soit  divisible  par  n. 

II.  Prouverque  le  polynome 

xiyr  +  y^Ä""  +  .;''«'■  — x'')/» —  •j^'z'i  —  ^'.r» 
e^t  divisible  par  le  produit  [x—  y)  (x  — -s)  (y  — ;;). 

III.  Prouver  que  le  polynome 

xPy9z'--{-  %jPz''x''-{-  zfxiy —  .Vyiz''  —  ir^ixp  —  z''x'!yP 
est  divisible  par  le  meme  produit. 

IV.  Prouver  que  ,  si  m  est  impair,  le  polynome 

{a-\-b  +  c)"  —  a"  —  b'" — c" 

est  divisible  parle  produit  (o  +  t)  [a  +  c]  {b  +  c). 
La  dömonstralion  des  exercices  IT,  III,  IV,  s'appuie  sur  le  thporeme  du  n°  80, 

V.  Si  un  polynome,  entier  en  x,  a  pour  coefficients  des  nombies  enliers,  et 
s'il  prend  des  valears  numeriques  impairos,  quand    on   y  remplace  x  par  0 
par  1  successivement,  ce  polynome  ne  pourra  se  reduire  ä  zero  pour  aucune 
valeur  entiere  attribu6e  ä  x. 


CIIAPITRE  IV. 

DES  FRACTIOXS  ALGEnUIQUES. 

81.  Definitions.  Lorsqu'nne  expression  A  n'est  pas  divisible 
par  une  expression  B,  onindiquele  quotient,  comine  onTa  vu, 
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(Ö2)  par  la  forme  -r-.  Gelte  cxprcssion  porte  le  noni  de  fraclion 

algcbrique.  Le  dividende  A  est  Ic  numörateur ;  le  diviseur  B  est  le 
denominatcur  :  A  et  B  soiit  les  lermes  de  la  fraclion. 

Une  fraction  alj;(!'bri(iue  est  plus  g('Mi6rale  qu'iine  fraclion 
ariliini('ii(|uo;  car  les  leiiiH\s  de  la  preinierc  iie  soiil  pas,  coiniiie 
ceux  de  la  seconde,  assujellis  h  ölre  des  nombres  enlicrs.  Mais 
nous  allons  monlrer  qiie  les  rögles  de  calcul  sont  comimincs 
aux  dciix  geiircs  de  fractions. 

§  I.  Transfoimation  des  fractions  algcbriques. 

82.  Theoreme.  On nähere  pas  la  valeur  d'itne  fraclion  algibri- 
que^  en  mullipliant  ses  deux  termes  par  une  meine  quantite. 

Ell  effel,  soicnt  r  la  fraclion  propos6e,  clmle  mulliplicateiir. 

Repröscntons  par  une  lettre  q  le  qiiotient  de  la  division  de  apar 
b  :  on  a,  d'apr6s  la  definilion  niöine  de  la  fraclion, 

a  =  bq. 

Multipliant  par  le  mc'me  nonibre?nces  deux  quanlitös  6gales, 
on  a  : 

am  =  bqm  =  bmq ; 

et,  divisant  par  hm  les  deux  produils  ögaux,on  oblient  r^galite 

am  am      a 

■T—  =  Q,     on    7—=-, 
bm  bm      b 

qui  dömontre  le  th6oreme. 

La  meme  formule  prouve  que  Von  n'altcre  pas  la  valeur  d'une 
fraclion,  en  divisant  ses  deux  termes  par  une  meine  quantite. 

Le  principe  fondament.il  etant  ainsi  le  inöme  en  algebre  qu'en 
arilhmelique,  les  cons6quences  seront  les  mßmes. 

85.  SiMPLiFiCATiON  DES  FRACTIONS.  On  simpHfie  une  fraclion 
alcjihrique,  en  supprimant  les  facteurs  communs  ä  ses  deux  ter- 
mes {ii2). 

Lorsque  les  deux  termes  sont  des  monomes,  il  est  toujours 
facile  de  döconvrir  leurs  facteurs  communs. 

Soit,  par  exemple,  la  fraction  "  . — —.  Le  plus  grand  commun  diviseurdes 
coefficients  est  4;  quant  aux  facteurs  litttoux  communs,  onreconnait  imm^dia- 
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lement  un  facteur  a,  trois  facteurs  b,  un  facteur  c,  et  un  facleur  d.  En  les  sup- 

9a^c 
primant,  on  oblient  la  fractioa  simplifiee  .  ,. ,,. 

Lorsque  les  deux  termes  sont  des  polynomes,  on  trouve  cn- 
core  immediatement  leurs  facteurs  monomes  coiniiiuns. 

12  a'6' {\a^h^ 

Ainsi,  dans  la  fraction  — — rr — :; — rr-,  ,  od  apercoit  le  facteur  monome  -la^b  : 

si  on  le  supprime,  la  fraction  se  reduit  k  — — ^ rr. 

Mais  il  n'est  pas  aussi  facile  de  decouvrir  les  facteurs  poly- 
nomes qui  seraient  communs  aux  deux  ternies  :  la  recherche 
de  ces  factenrs  se  rattache  h  la  tli(5orie  du  pkis  grand  commun 
diviseur  algi'brique,  qui  appartient  ä  l'algcbre  siipcrieiire.  Ce- 
pendant  il  arrive  queiqiiefois  que  des  caraclcres  particuliers 
permettenl  de  les  determiner. 

Prenons  pour  exemple  la  fractioa 

o'  — 2a^4-4a^  — 7o+4 
a^  -\-  ba  —  6 

Ün  reconaalt  que  le  numdrateur  et  le  Jönominateur  s'annulent  pour  Tliypo- 
these  a^=  1  :  ils  sont  donc  (77)  divisibles  tous  deux  par  (a—  1).  Si  l'ou  sup- 
prime ce  facteur  commun,  la  fraction  sa  reduit  ä 

o^ — a-  +  3  a  —  4 

a+6  * 

De  mSme  la  fraction 

8a-c-cP—'r2  hVd^ 
6ac^d-—  \8bc'd- 

peut  s'eciire,  en  isolant  les  facteurs  monomes  communs  aux  termes  du  nume- 
rateur,  et  les  facteurs  communs  aux  termes  du  denominateur, 

8  cM^  (d^  -9F')  _ 
6c'd-{a  —  3ü)  ' 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnait  qu3  2c''d-  [a  —  31)  est  commun  aux  deux 
termes.  La  fraction  se  reduit  donc  ä 

!id  (a+3h) 
3c 

84.  Reduction  des  fractions  au  meme  Denominateur.  On 
reduit  des  fractions  nu  meme  denominateur,  en  muUipliant  les  deux 
termes  de  chacune  d'elles  par  le  produit  effectue  des  denominateurs 
de  toutesles  auires.  Ainsi  les  fractions 

a     c     e     g 
V   d'  /'  Ä' 
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deviennent,  par  cetlc  (liuisfoiinatiün, 

adpi       chfh       chdh       phdf  ^ 
bdik'     bdjlx'     bdfh'     bdfh' 

dies  n'ont  pas  chnngc';  i\c  valour  (82);  olles  ont  poiir  d6nomi- 
nalcur  cüniiimn  Ic  piodrit  des  dt'DoniinaIcurs  primilifs. 

Oll  |)eul  (iii('l(|ii('rois  üljlciiir  un  döiiomiiialoiir  conmmn  plus 
siiiipli' (jue  ce  proilnil:  caril  siiflit  de  clioisir,  coinme  en  arith- 
niöliqiie,  une  exprcssion  divisible  par  chaciin  des  d6nomina- 
feiirs  particiiliors.  Lorsque  res  di^nomlnalcurs  sont  moiiomcs, 
{'0  multiple  conwnin  est  6^:al  an  piodiiil  du  plus  petit  iiiultiple 
cornmuii  des  foeflicient:?,  par  les  factcurs  lilt6raux  pris  chacnn 
avccleur  exposant  le  plus  6Iev6. 

Soient,  par  exemple,  Ics  fiaclions 

A  B  C 

l'iu'öc'     lüu-0"     Wäb?' 

le  plus  petit  multiple  commun  estlkka^b^c^.  Les  quoflcntsde  cemonome  par  les 
(leriominaleurs  sont  respectivemeut  12i)-c',  9öc',  8  a^^'.  Les  fractions  äquiva- 
lentes sont  donc 

Axl'H'c'      Bx  9ac^     Cx8  (fi^ 
l/i.a'o't;^  '     I44ü^6'c-"    144  a'ö'c»' 

Sl  les  dönominaleurs  sont  des  polynomes,  la  recherche  d'un 
mulliple  commun  plus  simple  qne  Icur  produil  ne  pcut  s'exd- 
cuier,  en  g^iiöial,  qu'ä  l'aide  des  thäories  de  l'aljiöbre  supe- 
lieure.  Gependanl  il  peut  arriver  que  des  couslderulions  parti- 
lieres  en  fournissent  l'expression. 

Soient,  par  exemple ,  les  fractions 

—         °  +  ^  a— fe  a^  +  2h^ 

2b"    2b(a  —  b)'    4a(a  +  fj)'    {)a^a'  —  b') 

Lomme  a*  —  b'— (a  +  b)  {a—b),  on  voit  que  rex[iressioa  "Ga-b^  (a^—b^)  est 
divisible  par  chacun  des  denominateurs;  les  quotients  sont  respectivement 

Ua^a^-b'),      18  a^b(a  +  b),      9a¥{a  —  b),  kb^; 
et  les  fractions  äquivalentes  sont 

24  n^  ja^—b^)       JSa'b  (ffl+b)'  0^;^  (n  —  by  li¥(a3  +  2¥) 

36a'6V-^')'    3ö  a'b^  (a'-by    36  a^(;^  (a'—b-)'  3Qa-b\a'-b^)' 

§  IL  Operations  sur  les  fractions  algöbriques. 

8S.  Addition.  Lorsque  les  fraclions  ont  le  mcnie  denominaUur, 
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on  additionne  Ics  numerateurs,  et  Von  donr.a  ä  la  somme  le  denomi- 
nateur  commun. 

...  a    ,  b    ,    c    .    d       a'\-h-\-c-\-d 

Ainsi  — — = ; 

mm      m      m  m 

car  ies  produits  par  m  de  chacun  des  raembres  de  cette  formule 
sont  (HO)  ^gaiix  ä  {a-\-b-\-c-\-d). 

Si  Ies  fraclions  onl  des  denominateurs  differents,  on  Ies  reduit  au 
meme  denominalear;  jmis  on  applique  la  reijle  precedente. 

80.  SousTRACTiON.  Lovsque  Ies  fraclions  ont  le  mcme  denomina- 
teur,  on  soustrait  le  second  numerateur  dupremier^  et  Von  donne  ä 
la  diff'erence  le  denominaleur  commun. 

...  ab       a — b 

AiiiS]  =  ; 

m      m  m 

car  Ies  prodnits  par  m  des  deux  membres  de  cette  formule  sont 
cgaiix  (30)  ä  (a — b). 

Si  Ies  fraclions  ont  des  denominateurs  differents,  on  Ies  reduit  au 
meme  denominaleur ;  puis  on  applique  la  regle  precedente. 

87.  MuLTiPLiCATiON.  On  mulliplie  une  fraclion  par  une  autre, 
en  mullipliant  Ies  numerateurs  entre  eux  et  Ies  denominateurs  entre 
eux,  puis  en  divisant  le  premier  produit  par  le  second. 

En  effet,  soit  ä  muitiplier  la  fractiori  r  par  la  fraction  p.Desi- 

gnons  par  q  et  q'  Ies  valeurs  de  ces  deux  fraclions,  de  sortequ'on 
a,  par  definilion; 

a=bq,      a'=:b'q'. 

Muldplions  ces  ^galites  raerabre  ä  membre;  nous  aurons  : 

aa'=  bq.b'q',     ou  (28)     aa'  =  bb'qq'. 
Divisons  mainlenanl  Ies  deux  membres  par  bb'j  nous  aurons  : 
aa'         ,  aa'      a      a' 

ce  qui  d^montre  la  r^gle  6nonc6e. 

II  rösulte  de  cetle  regle  que  le  produit  de  plusieurs  fraclions  est 
une  fraction  egale  au  produit  des  numerateurs  divise  par  le  produit 
des  denominateurs. 


00  Mvi\i:  I. 


-,',.'' 


.  a      a        d  ana  .... 


et  par  snito  i-A 


n\'"      a' 


8ö.  DIVISION.  On  divise  unc  fraction  par  une  autre,  en  mulU- 
plianl  la  fracliondividendc  par  la  fraction  dimsmr  renvcrsee. 

Soil,  cn  efl'et,  ä  diviscrr  par  p.  Posons  encore, 

a=:bq,     a'=b'q'f 
et  divisons  ces  6galit6s  niembrc  k  membre;  nous  aurons : 

a bq 

ä'~"t7q'' 

b' 

Multiplions  les  dcux  mcmbres  parT-,  nous  aurons  (07) : 

ab'_bqb' 
a'b      b'q'b  * 

ou  simplifiant  le  sccond  membre  (85), 

ah' q 

a'b  ~  q" 

,    ,  ,    ,.  a       b'       a    a' 

c  est-a-dire  rX  — —  T--n5 

b      a       b    b 

ce  qui  dömontre  la  rögle. 

§  III.  Des  exposants  nögalifa. 

89.  DEFINITION.  On  a  vu  (o4),  que  le  quotient  de  la  division 
de  a""  par  a"  est  a"'""  :  niais  la  dömonstration  suppose  que  Ton 
a  w>n.  Si  Ton  a,  au  contraire,  m<ji,  le  quotient  doit  s'ecrire 

sous  forme  de  fraction,  — ;;«0n  peut  alors  supprimer  m  facteurs  a 
communs  aux  deux  termcs,  etla  fraction  prend  la  forme . 

D'un  autre  cöl6,  si  Ton  appliquait  la  regle  des  exposants  au 
cas  oü  i'exposaut  du  diviseur  surpasse  l'exposant  du  dividende. 
on  öcrirait : 

a"' :  a"  =  a""". 
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Par  suile,  on  conservera  ä  celte  regle  toute  sag6neralit6,  si  Von 
convient  que  Vexpression  a"**  rcpreserUe  la  froction  — . 

Noiis  ad;netlrons,  comme  definilion,  qu\tne  lettre  affccteed'vn 
exposant  negatif  exprime  wie  fraction,  qui  a  pour  numerateur 
l'unite,  et  pour  denominateur  la  meme  lettre  affectee  du  memeexpO' 
sant  pris  positivement.  Et  nous  allons  voir  quc  ceUe  notalion 
permet  de  gäneraliser  quelques  theor^mes. 

Et  d'abord,  la  formule 

a~"*=4n'  [1] 

ayanl  Heu,  par  definilion^  quand  m  est  positif ,  est  vraie,  par 
cela  meine,  pour  des  valeurs  negatives  de  m.  E'i  eflet,  si  Ton 
suppose  w=  —  w',  —  m  deviendra  ägal  ä  m' ;  et  les  deux  meni- 

bres  de  la  formule  [lldeviendronta"'' et — -,.  Or,  i)ar  deßni- 
lion,a~"'=^  -;p  puisque  m'  est  positif:  donc-^^  est  le  quolient 
de  1  par  —,  ou  a*"'  (88).  Les  deux  membres  sonl  donc  cgaux. 

90.    GEKfiRALISATION   DE    LA    REGLE    DES    EXPOSANTS    TOUR    LA 

MULTiPLiCATioN.  Ona  demontre  (28),  pour  les  exposants  posilifs, 
la  formule 

a'"Xa"  =  a'"+".  [2] 

Celle  formule  est  encore  vraie,  si  Tun  des  deOx  exposants,  ou 
tous  les  deux,  sont  m'-gatifs. 

Supposons  d'abord  m  positif,  et  n  negatif  et  egal  ä — n\  nous 
aurons : 

a'"Xa"  =  a"'Xa-'"  =  a'"X  ^=^- 

fl"       er 

Mais-;^  =  a'"~"',  en  vertu  de  la  regle  generale  de  la  division(89)- 

Done  a'"Xa"  — a"*-"', 

ou,  en  remplacant  n' par — ??, 

a"'Xa"=a'"*". 
Supposons  maintenant  m  et  n  nögatifs  tous  deux,  et  6gaux  a 
—  ?n' et— n';  nous  aurons  : 

a"'Xa"==a-'"'Xrr"'  =  ^  X^,=  ^  =  «-"'-*'  =  «"'"; 
ce  qu'il  fallait  demontrer. 
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91.  CiFNI^nALISATION  DE  LA  RfcCI.E  DES  EXPOSANTS  POÜR  LA  DIVI- 
SION. Uli  a  (üüj.pour  des  vaU'iii's  posilivcs  do  m  et  n,  la  foniiulc 

o'":o" =«"•-".  [3] 

(]('lto  foniiule  est  encoro  vraic,  si  riiii  dos  iiombres,  w  ou  n,  ou 
tüiis  les  (Iciix,  sollt  iK'fialiCs. 

Sii{»i)usoiisd'al)()rd  m=^ — ?»',  et  n  posilif;  nous  aurons  : 

a'"  a"'"^" 

Si,  an  coiitraire,  m  est  posilif,  et  n  iiej^alif  et  egal  ä — n',  on  a : 

Si  enfin  on  a,  ä  la  fois,  m=-~  7n',n=z — n',  oii  aura  : 

1         1         rt"' 
fl'" :  a" = a-'"' :  a-"'  =  — ,:  —,  =  — ;  =  «"'-"■'  =  «"•-". 
a'"     a"      d"' 

La  formulc  [3]  est  doiic  vraie  dans  tous  Ics  cas. 

92.  Generalisation  de  la  regle  des  exposants  pour  les 
puissANCEs.  On  a  demonlrö  (29),  pour  les  valeurs  positives  de  m 
et  de  n,  la  formule 

(a'")"=a'"".  [4] 

Cette  formule  est  encore  vraie,  si  Tun  des  nombrcs  m  ou  n,  ou 
tous  les  deux,  sont  nögatifs. 

Supposons  d'abordm  positif,  et  n  iißgatif  et  ögal  ä — n';  nous 
aurons : 

Supposons  ensuitc  m=—m',  et  n  positif;  nous  aurons  : 
Supposons  enfin  m  = — m\n= — n\  ä  la  fois;  nous  aurons  : 

La  r^gle  est  done  g^6n^rale. 
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S  IV.  Theoremes  et  applicalions. 

11'    l'' 
95.  Theoreme.  Siplusieurs  fractions  j,  ^n  jr,-  •  •  •  ^ont  egales 

entre  dies,  on  obtient  une  fraction  egale  ä  chacune  cfelles,  en  diin- 
sant  la  somme  des  numerateurs  par  la  somme  des  denominaleurs. 
En  effet,  designons  par  une  lettre  q  \u  valeur  commune  de 
loutes  ces  fractions;  on  aura,  par  definilion, 

a  =  bq,     a'  =  b'g,    a"  =  b"q. . . ; 

d'ou,  en  ajoutant  ces  egalites  membre  ä  membre,  et  mettant  q 
en  facleur  dans  le  second  membre, 

a+a'-\-a" -{-..,.  =(b-\-b'-\-b"-\-. . .  .)q 

Par  suite,  en divisant  les  deuxraembres  par  (6 -f-^' 4-^" +••••)» 
il  vient : 

b-^b'-{-b"-{-....~~^~b'  LOJ 

ce  qu'jl  fallait  d^montrer. 

CoRÖLLAiRES.  1°  On  pcut,  avaiit  dc  faire  l'addition,  miiltiplier 
les  deux  terraes  de  chaque  fraction  par  un  merae  nombre  quel- 
conque.  Ainsi 

a_ak        o/_ar>^        a"  _a"\'' 
b  ~  ÖX'       b'  ~~  bl'*      b"  ~  b"A" 

Comme  les  fractions  n'ont  pas  chaugö  de  valeur,  on  en  conclut: 

al^ar-\-a"l"-\-. . . .  _g>^  _  a 
bA-\-b'A'-\-ül"-\-.,..~b\~~  b'  ^^ 

2"  Si  Ton  616ve  chaque  fraction  au  carre,  on  a,  en  les  suppo- 
saut  positives, 

a^_a^_ar_         _a''-^a'-}-a"-\-. . . .  ^ 
b-'~~ b'^~~ b"'  6-^-t-ö'^  +  fc"^+....  ' 

d'oü,  en  extrayant  les  racines  carr6es  des  divers  membres, 


a a!_ o^ v/a-4-a'^-t-a'''^-f- |-  ^ 

b~~  b'~  b"  ^6-2^ 6'== +  6"^ +7777 

Ainsi,  si  phisieurs  fractions  sont  egales,  chacune  d'elles  est  egale 
au  quolient  de  la  racine  carree  de  la  somme  des  carres  des  nume- 
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rcJctirs,  divis^c  par  la  racine  carrie  de  la  sonimc  des  carrös  des  döno- 
iniualcuvs. 

04.  Thi;:oreme.  Si  ])lusicurs,fraclions,  ä  termes  posüifs,  soin 
inegales,  la  fraclion  formte,  en  divisant  la  somme  des  numcraleurs 
par  la  stwime  des  dcnoviinatcitrs,  est  comprisc  cnlve  laplus  grande 
et  la  plus  pelile  d'entre  cllcs.  Soiciit,  par  excinplc, 

a^a^^(f^a^ 
b'^b'^  b"^b"" 

Si  Ton  posc  V  =  <7,     tl'oü    a=bq, 

oneiiconclul:     a'>b'q,     a">b"<j,     a"'>b"'q; 

(l'oü,  cn  ajoulaiit,  niciubre  ä  mcmbic  : 

a-\-a'  +  a"  +  a"'>{b-{-b'+b"  +  b'")q, 

a-^a'-]-n"-]-a"' 
el,i)arsuite,  b-^  b' +  b"-^b''>'^' 

a-\-a'-{.a"^a'"      g 
®"  b-{-ü'-\-b"-\-b'"'^  b' 

Si  Ton  pose  yr>  —-9,    ^'ou  a"' —  b"'q, 

onaura:  a"<Cl>"q,    a'<,h'q,    a<,bq; 

puis,  ajoutant  mcmbrc  ä  membre,  on  aura: 

a-\-a'  +  a"  -\-  a'"  <  (&  +  fc' + b"  -}-  b'^  V: 

doulontire:  ^^1^77^77:^7,  <  9 , 

a-^a'-\-a"-]-a"'      a" 
°"  b  +  b'4-b"-]-b"'^b"'' 

cc  qu'il  fallait  dömonlrcr. 

On  d^montrera  aisement  des  corollaires  analogues  ä  ceux  du 
Iheoreme  (05). 

EXERCICES. 

I.  Vörifier  la  formule 

xhfz'      (a;?  — ?)")  (y^  — b^)  (z^-b^)      (x'-c^)  (j/'-c')  (z'  — C) 

=x^  +  if +  ;:■'  — b'—C. 
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II.  V^rifier  la  formule 

ni.  Verifier  la  formule 
bH'''^  {y'—b'ib-'(c^  —  b')'^{c'''—y'}c'{c^  —  b-')~(y'—b'}    (y'^—c-)' 


IV.  Vörifier  la  formule 


'      'Wl+rr^Ul 


V.  Verifier  la  formule 

+  ,.   „,    ' + 


(a  —  b){a  —  c)  (x  +  a)        [b—a)  (b  —  c)  [x  +  b)   '    (c  —  a)  (c-b){x  +  c) 

_  I 

~  (i  4-  a)  \pü-\-  b]  [x  -\-c) 

Les  formules  I,  II,  III,  IV,  V  se  v^rifient  en  röduisant  les  deux  membraa 
au  meme  dfenominateur  :  oa  rencontre  alors  des  identitös. 
VI.  Simplifier  l'expression 


(l  +  ax/— (a-t-a;)»' 

On  trouve 

1 

1  — X'" 

vn.  Simpli 

fier  l'expression 

1 

,  a  +  6 -h  (l +a6)x 
{\+ab  +  {a  +  b)x 

3 

x^^  + 

ab)  {\  +  ab-{-  [a  +  b)x}  —{a-\.h){a 

+  b+{l+ai)x\ 

{\  +  ab+[a^b)x\^ 

On  trouve 

1 

VIII.  Verifier  la  proportlon 

c              c              c 

a  +  b       a  +  -lb      a+b 

c               c              c 

a  +  2b       a+Zb      a  +  3b 
IX.  Rödüire  l'expression 

x^  X'"  1,1 

+ 


x'—i   x"+i    X-— i^x-+r 

et  v6rifier  qu'elle  est  un  polynome  entier  en  x. 
Alg.  B.  I"  Partie. 
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X.  R6duiro  Toxpression 

et  vörifier  que  la  somme  ne  contieat  pas  de  dduominatcurs. 


CUAPITRE   V. 

DES  RADIC/VUX  ALGEBIVIQUES, 

95.  DiSfinitions.  On  a  vu  (29)  que,  poiir  (tlevov  un  monome 
entier  ä  la  i)uis-ance  m'"',  il  faul  elevcr  son  coeflir.ient  ä  la  puis- 
sance  w"",  et  mulliplier  par  m  tous  les  exposants.  Par  suite,  si 
le  cocflicient  d'un  niononie  est  une  puissauco  m""  parfaite,  et  si 
scs  exiiosauts  soiit  tons  inulliples  de  m,  on  cxlrait  la  racine  m"" 
de  ce  monome,  en  extrayant  la  racine  m""  du  coefficlent,  et  en  divi- 
sanl  par  in  tous  Ics  exposants.  Ainsi 


\/  b"'a^"'b'^"'c"'  =  ba^b^c. 

Le  plus  souvent  il  n'existe  pas  de  monome  rationnel  dont  la 
puissatice  m""  soit  6gale  ä  un  monome  d()nn6 ;  alorsf  od  ne  peut 
qu'indi(|uer  la  racine  m""  ä  l'aide  d'un  sipne.  On  designe  par'^K 
le  nombre  dont  la  puissance  m""  est  egale  ä  A.  Ge  nombre  se 
nomnie  radical,  et  m  est  Yindice^  du  radical.  On  donne  aussi  le 
nom  de  radical  au  signe  seul  ^  • 

Lorsque  A  e^t  un  poljnome,  il  n'arrive  presque  jamais,  quesa 
racine  m""  [luisse  s'exprimer  par  un  autre  polynome;  d*ailleurs 
les  r^gles  qui  condiiiscnl  ä  sa  valeur,  quand  eile  existe  sous  cette 
forme,  ne  se  deinontrent  que  dans  la  seconde  partie  de  i'alg^- 
bre.  Nous  l'indiquerons,  dans  tous  les  cas,  par  le  signe  IJ/Ä. 

9G,  Des  diffi^rentes  valeurs  de  \/'K.  Si  Ton  se  borne  ä  con- 
sid6rerlesnouibres  posilifs,  "^'x  a,  d'apres  notre  d^fuiilion,  une 
valeur  uniqiie  et  determinee.  Mais  les  Conventions  faiies  en 
algehre  nous  obligent,  des  ä  prösent,  älui  donner  unsens  plus 
6leudu.  11  peut  arriver  quatre  cas. 
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1*  Si  AestposFtif,  et  que  m  soit  pair,la  racinem"*  de  A  a  deux 
valeurs  egales  et  de  signes  contraires.  En  effet,  si  Ton  61"ive  ä 
la  puissance  m""  le  nombre  v^A,  quel  que  solt  le  signe  qui  le 
pr6cede,  on  obtient  loujours  A,  puisque  le  produit  d'un 
nombre  pair  de  facteurs  n^galifs  est  posilil'  (40).  Par  exemple, 
y/^Trepresente,  d'aprös  nos  Conventions,  —  2  et  +2;  car  ces 
deux  Dombres  ont  lous  deux  pour  carre  le  nombre  4. 

2°  Si  A  est  positif  et  m  impair,  il  n'y  a  pas  lieu,  pour  le  mo- 
nienty  d'altribuer  ä  7A  une  significalion  plus  generale  qu'ca 
arithmcliqne.  Ainsi  v'S  —  2. 

3'  Si  A  est  n6galif  et  m  pair ,  y'A  ne  represente  aucuu 
nombre  positif'ou  negalif;car  les  pviissances  paires  d'un  nombre 
positif  ou  n^galif  sont  toujours  [/osilives  (40j. 

4°  Si  A  est  negatif  et  m  impair,  posons  A= — A';  alors 
VA  =  V  — A'  =  — v'^A';  car?n  etant  impair,  la  puissance  m^'de 
—  'sjk'  sera  —  A'  ou  A  (40) .  Ainsi  \J  —  8=  —  v^'ö  =  —  2 ;  car  le 
cube  de  — 2  est —  8. 

Gesgenenilisations  sont,enalg^bre,d'unegrandeimportance; 
elles  recevronl  plus  lard  de  grands  developpements;  mais  il 
n'en  sera  plus  queslion  dans  ce  chapitre.  Nous  considererons 
seuLement  les  racines  positivi^s  des  nombres  positifs. 

§  1.  Transformation  des  radicaux. 

97.  Principe  I.  Lorsqu'un  radical  est  multiplie  par  un  facteur, 
on  peut  faire  passer  ce  facteur  sous  le  radical,  pourvu  qü'on  l'eleve 
ä  une  puissance  marquee  par  rindice.  Aiusi 

av^=yÄ"  [1] 

Pour  le  prouver,  il  sufdt  de  remarquer,  qu'en  6levant  a  y/6~et 
^  a^'b  k  la  puissance  ^h*"",  on  oblienl  des  resullals  ^gaux.  En  ef- 
fet, la  puissance  m""  d'un  produit  elanl  le  produit  des  puis- 
sances  m""*  des  lacteurs,  on  a,  pour  la  premi^re  expression  : 

{a'sjT)'  =  a^i^sJ^Y  =  ^""6. 
D'ailleurs  on  a,  pour  la  seconde,  d'apr^s  la  d^finitiou  m6me. 
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La  inßmc  formiilo  [1]  (Irmitiilrc,  i\uon  peut  faire  sortir  iin 
faclcur  place  saus  Ic  radical,  pourvu  qu'on  cn  cxlraie  une  raciiic 
marquee  par  iindice. 

90.  Principe  U.  On  n'alttre  pas  la  valeur  d'un  radical,  en  mul- 
liplianl  l'indicc  et  t'cxposaiU  de  ce  radical  par  un  mcme  nombre. 
Aiiisi 

^F  =  "(;^  [2] 

}\Mir  le  prouver,  il  sufni  de  rcmarqucr,  qu'en  6Ievanl  y^a"i't 
"v'ü^  ä  la  puissance  mp"",  on  obliont  des  rdsultals  6gaux.  El  en 
clTct,  la  socoiide  oxpression,  c'lovd>e  ä  la  puissance  mp"",  donnc, 
par  deliiiilion,  a"''.  Quant  ä  la  prciniere,  cunimo  la  puissance 
vip'"*  d'une  cxpressioii  est  la  puissance  p"*'  de  la  puissance  m"" 
de  celte  quantitc  (28),  on  a  : 

(7^-)""'==  1(7^")""  |''  =  (a")''  =  a"^ 
Les  dcux  rc'sullats  sonl  donc  bien  ögaux. 

La  Miöine  formule  [2]  dömonlre,  qu'o?i  peut  diviser  Vindicc  et 
l'exposant  d'un  radical  par  un  mcnie  nombre,  sans  allerer  su 
valeur. 

9S).  SiMPLiFiCATiOxN  d'un  RADICAL.  Lorsquc  le  radical  perle  sur 
une  quanlitö  elev6e  a  une  cerlaine  puissance,  on  peut  souvenl 
lui  faire  subirune  simplificalion. 

1'  Si  l'indice  de  la  racine  est  egal  au  degre  de  la  puissance,  les 
deux  Operations  se  detruisent.  On  a,  en  eilet  (9o)  : 

2°  S'il  existe  wi  facteur  commun  ä  iindice  de  la  racine  et  ä 
l'exposant  de  la  puissance,  on  peut  le  supprimer.  On  a,  en 
effel  (9Ö)  : 

Z"  S'il  se  trouve  sous  le  radical  un  facleur  dont  l'exposant  soit 
multiple  de  iindice  de  la  racins,  onpeut  le  faire  sortir  du  radical, 
en  diüisant  cel  exposant  par  l'indice.  On  a  (97)  : 

100.  Reduction  des  radicaux  au  meme  liNDicE.  Soient  deux 
radicaux  y'ap,     J/6«;  on  peut  multiplier  l'indice  et  l'exposant  du 
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premier  par  n,  indice  da  second;  puis  imiltiplior  l'indice  pt 
l'exposant  du  second  par  m,  indice  du  premier  (98) ;  on  obtient 

ainsi  :  'y'a'^  et  "v'6''"*  ^*^^  radicaux  ont  le  möme  indice;  car 
cet  indice  est  le  produit  des  deux  indices. 

On  reduit  donc  deux  radicaux  au  meme  indice,  en  muUipUant 
l'indice  et  l'exposant  de  chacun  deux  par  Vindice  de  Vautre. 

On  reduit  de  r.ieme  plusieurs  radicaux  au  meme  indice,  en  multi- 
pliant  Vindice  et  l'exposant  de  chacun  d'eux  par  le  produit  effeclue 
des  indices  de  tous  les  autres.  Ainsi  les  radicaux 

's/ä^,      V^.      ^?,      V'^, 
deviennent,  par  cette  transformation, 

"';^^',   ""7^;^,   -"73^%   ""^/d^". 

Ces  r^gles  ont  beaucoup  d'analogie  avec  Celles  ä  l'aide  des- 
quelles  on  reduit  les  fractions  au  menie  dönominateur.  On  peut 
niöme  pousser  l'analogie  plus  loin,  et  donner  aux  radicaux  un 
indice  commun  egal  au  plus  pctit  multiple  commun  de  leurs  indices. 
En  eflet,  soit  u.  le  plus  pelit  multiple  commun  aux  indices,  m, 
n,  p,q\  de  Sorte  que  Ton  ait : 

\t.=.'nnm!j     li=nn',     a=pp',     \x=zqq' \ 

en  multipliant  l'indice  et  l'exposant  du  premier  radical  par  m', 
et  ceux  des  aulres  par  n',  p\  q',  respectivenient,  les  radicaux 
deviennent, 

""V^,     "V^',      1/'^,      "Jd^', 

ou  v^'  Vb^'^  y^'?  v/^'- 

§  II.  Operations  surles  radicaux. 

101.  MuLTiPLiCATiON.  Lo'i'SQue  Ics  radicaux  ont  le  meme  indice, 
pour  faire  leur  produit,  on  multiplie  les  quantitcs  placees  sous  les 
signcs,  et  l'on  affecte  le  produit  du  signe  commun.  Ainsi : 

yäx^b'X'^'cX\/d=yabcd.  [3] 

Pour  le  prouver,  il  suftit  de  remarquer,  qu'en  61evant  les  deux 
membres  ä  la  puissance  m"",  on  obtient  des  rcsultals  egaux.  Car 
lo,  second  devient  abcd,  par  definilion  j  et  comme  la  puissance m"" 
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d'un  prodnil  csl  Ic  protliiit  des  puissanccsm""*  des  facleurs  (20), 
le  prcmicr  inciiihiL'  dcvitiit". 

(Vä  X  ^6 X  Je  X  ;/(■/)"=  (?är  (76)"*  (Vc)"*  (?dr  =  ai;cd. 

Si  les  raJicaux  nont  pas  le  meine  indice,  oii  Ics  raiiicne  ä  un  in- 
dice  commun  (tOO),  i'l  on  ap|)li(iue  la  röyle  precodonlc.  Ainsi  : 

C^^  X  V  ^  X  v'*^^ = "V^'  X  '^^^'-  X  "7^' = "7"*"^'  '''^""- 

Si  Ics  radicaux  ont  des  cocfficicnts  numeriques  ou  litteraux,  on  tn 
fait  le  produil.  Ainsi : 

3/iv^^  X  4/fv'äP  =  nhk'"'sj'^^^. 

102.  Division.  Lorsque  Ics  radicavx  ont  le  meme  indice^  powr 
diviscr  Ic  premicr  par  le  second,  on  divise  lesquanUtes  placces  saus 
les  signes,  et  Von  affccte  le  quoiicnl  du,  signe  commun.  Ainsi : 


v/a * /a 


[4] 


Ponr  le  prouvcr,il  suffitde  remarqucr,  qu'en  6Icvantlesdeux 
meiiibrcs  ä  la  puissance  rn"",  on  obtient  des  rcsidlats  i-gaux.  Et, 

en  cffet,  leseconddevient,  par  däfinilion,  r--  Quant  au  premier, 

comme  la  puissance  m""  d'iine  frarlion  est  le  quolient  des  puis- 
sances  m"^*  de  ses  deux  termes  (07),  il  dcvient : 

Si  les  radicaux  ont  des  indices  diß'erents,  on  les  ramene  au  meme 
indicßf  et  Ton  applique  la  r6gle  pr^c6dente,  Ainsi: 


nq 


5t  les  radicaux  ont  des  coefficicnts,  on  en  fait  le  quolient.  Ainsi  : 


3^ 
kk\ 

105.  PüissANCES  d'un  radical.  Pour  elever  un  radical  ä  une 
puissance,  on  eleve  ä  cette  puissance  la  quanlite  placee  sous  le  ra- 
dical. Ainsi : 

(7^)^=7^.  [5] 
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Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer,  qu'en  6!evant  les 
j  deux  membres  ä  la  puissance  m""*,  on  oblient  des  resullats 
^gaux.  Et,  cn  effet,  le  seeond  devient,  par  la  d^linilion,  a"''. 
Quanl  au  preinier,  comme  la  puissance  m""  de  la  puissance  p^' 
d'une  qiianlit6  est  egale  ä  la  puissance  pm""  ou  ä  la  puissance 
7np""  de  Celle  qiiantite,  et  löciproquemenl,  on  a  : 

Apres  l'opöration,  on  simplifie  le  radical,  s'il  y  a  lieu  (99). 
Si  le  radical  a  un  coefßcient ,  on  Velcve  ä  la  mcme  pidssance. 

Ainsi  :  __  

{h'sla'-y  =  hf\la''f. 

104.  Racines  d'un  radical.  Pour  extrahc  une  racine  cVun 
radical,  on  mulliplie  rindice  du  radical  par  l'indice  de  la  racine, 
et  Ton  simplifie  ensuite  le  rösullat,  s'il  y  a  licu.  Ainsi : 

v^=7^  [6] 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu'en  elevant  les  deux 
membres  ä  la  puissance  mp"",  on  oblient  des  r^sultals  ögaux. 
Et,  en  effet,  le  seeond  devient  alors,  par  la  döfinilion,  a".  Quant 
au  Premier,  comme  la  puissance  mp""'  d'une  quantile  est  6gale  ä 
la  puissance  m""  de  la  puissance  p"^'  de  cette  quantilö ,  on  a  : 

(v7?r=j(v7?7r=(^?r=a-. 

§  III.  Des  expos'iits  fractionnaires. 

105.  Definition.  On  a  vu  (9ö)  que,  pour  extraire  la  racine  p"" 
d'une  quantil6  a'"'',  dont  l'exposanl  est  multiple  de  l'indice,  il 
suflit  de  diviser  l'exposant  par  l'indice.  Ainsi  ^a'"''  =  a'^.  Mais, 
si  la  divjsion  n'est  pas  possible,  la  regle  ne  s'applique  plus,  et  la 
racine  p""  de  a*"  s'6crit  alors  v^a"*.  Si,  loutefois,  on  appliquait 

m 

encore  Li  rcj^le  precedente  ä  ce  cas,  on  devrait  ecrire  n^.  On 
consLTvera  donc  ä  cette  rfegle  toute  sa  göneralitö,  si  i'en  comicnt 

m 

de  representer  le  radical  y^a™  par  le  symbole  ÖP. 

Nuus  adnicltrons,  couime  delinilion,  qu'une  lettre  a,affcctee 

m 
d'un  exposant  fraclionnaire  — ,  represente  un  radical  qui  a  pour 
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cxposant  Ic  mnn^ratcur  in,  et  poiir  iiulicc  le  denominatcur  p.  El 
nous  allüjis  voir  niie  ccllc  iKil.ilioii  nous  permellra  d'önoncei' 
plus  simplt'incnl  les  iosuIImIs  pircc'vlciils. 
.Mais,  avaiit  d'iii  moiilici-  los  avaiilagcs,  nous  forons  rcniar- 

M 

quer  qu'clk:  n'impliquc  pas  coiilradiction;  et  quc  l'cxprcssion  a^ 

fix 
conservc la  möme  valcur,  si on  y  icniplacc Tcxposant  —  par  unc 

,    m'    „     „  .  ,,         m      in' 

fraction  cffale  —r ,  En  d  aulrcs  icrmcs,  si  1  on  a  —  =  — 7, 
"      p  '  p       V 

on  aura  aussi  a^  =  oP', 

c'csl-ä-diic,  en  vertu  de  nos  Conventions, 

Or  Gelte  derniöre  (^galilö  est  Evidente  :  car  si  Ton  rödiiit  ces  dcux 
radicaux  au  mäme  indicc,  ils  devioniicnl''s/^i"'P'  et  ''\Jur'^\  et  l'on 

voit  qu'ils  ont  alors  Ic  inöine  exposant,  puisquc  regalitö  —  =  — -, 
enti'aine  rc^galite  mp'  =  m'p. 

106.    GeN^RALISATION   de   la   regle   des   EXPOSANTS    POUR    LA 

MULTiPLiCATiON.  On  a  dömontre  (2Ö),  [lour  les  exposants  entiers 
et  posiiifä,  la  formule 

a"'Xa"  =  ft"'+".  [I] 

Gelte  formule  est  encore  vi  aio,  si  Tun  des  exposants  m  ou  n,  ou 
«ous  les  deux,  sont  fraclionnaires. 

in 

Supposons  d'abord  m  Iractionnaire  et^gal  ä  -,  n  restant  en- 
tier;  nous  aurons,  d'apres  la  däflnilion  et  le  principe  I  (97): 
ar  X  a""  —  a'' X  a""  =  ^a^  X  a"  =  y/a^  x  a"«  =  v'üP^"«  ; 

or,  si  Ton  applique  notre  Convention  ä  cclte  derniöre  cxpres- 

p*'"i         p  ^„ 
sion,  eile  devient,  a  '    ou  a«     ; 

donc  a''  X  a"  =  a'     * 

Si  maintenant  les  deux  facleurs  ont  des  exnosants  fraclion- 

p  r 

naires,  m  =  -,  n=-,onaura: 
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ov  ce  dernier  radical  peut  s'ccrire,  d'jipres  nos  Conventions, 
a  «'     ou    a"**; 

E  L  L    Z  •■ 

<!onc  •        a«  Xa*"=a«**". 

107.   GeNERALISATION   de  LA   R^GLE  des  EXPOSANTS   POUR   LA 

DIVISION.  On  a  (ßO),  pour  des  valeurs  enliöres  et  positives  de 
m  et  de  n : 

a"* :  a"  =  a*"-".  [2] 

Getfe  formule  est  encore  vrale,  si  m  ou  n,  ou  tous  les  deux, 
sont  fractionnaires. 

Supposons  dabord  w  =  -,  et  n  enlier;  nous  aurons  ; 

p  , 

or  ce  dernier  radical  peut  s'ccrire,  d'apres  nos  Conventions, 

P  —  ''9  P 

a  «      ou    a'  "; 

z  t 

donc  a^:o"=a«~". 

Supposons  ensuite  m  enlier,  et  n  =  - ;  11  viendra  : 


or  ce  dernier  radical  s'ecrit,  d'apres  nos  Conventions, 

*"I-P  m—Z. 

a  '     ou   a    «; 
onenconclut:  a'":a«  =  a    *. 

Supposons  enfinm  =  -,  n  =  -;  il  viendra  : 

a« :  a" = a« :  a^=  v'op  :  ^0^=70** :  V»^ = V^p^^ ; 
et,  comme  ce  dernier  radical  s'6crit,  d'aprös  nos  Conventions, 

pt—rq  E  —  t. 

o «'      OU     ai  ', 
on  en  conclut :  a'^:a*  =  a^  *. 

108.    GeNERALISATION   DE  LA  RliCLE  DES    EXPOSANTS    POUR    LA 
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FORMATION  JES  puis^ANCES.  Oll  ii  cK^noiilrö  (29),  pour  les  va- 
leiiis  enli^rcs  et  posilivcs  dt;  ?/i  el  tie  n,  la  fonnule 

(a*")"  =«"•".  [3] 

r<cttc  formnlc  est  encorc  vraio,  quand  m  ou  n,  ou  tous  les  deux, 
soiil  Iraclionnaircs. 

Supposons  d'abord  m  =  -,  n  cnlicr ;  on  a  : 

et  comme,  d'apr^s  nos  Conventions, 

on  en  conclut :  (a'")"=a''''"  =  a'"". 

Supposons,  au  contrairc,  m  cnticr  et  n  =  -  ;  on  a  : 

(a"*)"  =  (a"*)'  =  J  (^'")''  =  V  ^i'"''  =  a «  =  a"  '^ «  =  a""». 
Supposons,  enfin,  m=-,  n  =  -;  nous  aurons : 

(a'")"  =  Uv'=  V(v'a''r=V^ö''  =  tt''  =  a'''''— a"""- 

109.  Gen6ralisation  de  la  regle  des  exposants  pour  l'ex- 
TRACTioN  DES  RACINES.  Oü  a  vu  (lOiS)  que,  pour  des  valeurs  en- 
tieres  et  positives  de  m  et  n,  on  a  la  forrauie 

_• 

ya'*=a"',  [4] 

formule  d^montree  quand  n  est  divisible  par  m,  formulede  Con- 
vention quand  la  divi&ion  n'est  pas  possihle.  Colie  formule  est 
vraie,  quand  w  on  n,  ou  tous  les  deux,  sont  fraclionnaires. 

Supposons  d'abord  m  enticr,  et  n=  - ;  nous  aurons : 

or,  d'apr^s  nos  Conventions-,  "yä^  s'6crit 
dr^     ou     a"     ; 
donc  v'ä" = a'  "  =  fl"»   • 
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Supposons,  en  second  lieu,  m  =  - ,  n  restant  entier,  La  ra- 

eine,  d'indice-,  de  la  quantite  a",  est  le  nombre  dont  la  puis- 

sance  -  est  6gale  ä  a".  Dösignons  ce  nombre  par  Xy  de  teile 
Sorte  que 

a;'=:a",     ou     v'a;''=a". 

Si  Ton  616ve  les  deux  membres  ä  la  puissance  5"",  pnis  si  l'on 
extrait  des  resultats  la  racine  p"" ,  on  aura  successivement : 


-—  **   '   n 


donc  j?=v/a''=a  ■  9=0"". 


T)         r     ^ /~ 
Supposons  enfm  m=-,  71  =  -;  Wft«  est  la  quantite  x,  dont 

la  puissance  -  est  6gale  ä  a*;  on  a  donc  : 

a;'=a*,     ou     \/x^=\/a''. 

ißlevant  les  deux  membres  ä  la  puissance  g"",  puls  extrayant  des 
resultats  la  racine  p'^,  nous  aurons  successivement : 

donc  a;=r  ^a"==a'''  =  a"'. 


ilO.  G^NERALISATION  DANS  LE  CAS  OU  LES  EXPOSANTS  FRACTION- 

NAiRES  SUNT  NEGATiFS.  Nüusavoiis  SLi|)pos6,  duns  cc  qiii  pi'6ceiJe, 
que  les  nombres  m  et  n  sont  posilifs.  Les  diverses  formules  que 
nous  avons  gcn^ralis^es  sont  encore  vraies,  lorsqu'on  donne 
aux  exposants  fractlonnaires  des  valeurs  nögatives,  pourvu  que 

Ton  convienne  de  representer  par  le  symbole  a  « l'expression 

i  1 

E  (89),  ou,  ce  qui  est  la  möme  chose,  l'expression  -—  (105). 


1 


76  LIVRE  I. 

Ell  efTrt,  si,  poiir  toiifos  lesvjilcurs  positives,  enlii^res  ou  frac- 
tionuaires  de  m,  on  a  loiijuurs  ia  (uniiule 


Ics  raisonnements  qiii  noiis  ont  scrvi,  dans  Ic  chapitrc  pröcc'- 
den'  (Ü9  ä  92),  h  ölendrc  los  fonimlc^s  aiix  cas  oü  los  expo- 
saiils  sonl  cnliiTS  et  iK^'f^alifs,  s'appliqucnt,  sans  modilicalions, 
aux  cas  oü  ces  exposanls  sonl  fniLlioiiiiaires  et  n^galils. 

Roniarquoiis  quc  Ia  lornmlc  [2]  (107)  n'est  vraie,  quand  ona 
m<in,  qn'.iulant  qu'on  adoptc  Ia  nouvcUe  Convention  qucnous 
venonsde  faire. 

Uno  soulo  ^6n(^Talisation  rcste  ä  faire,  dans  le  cas  de  l'exlrac- 
lion  des  racines.  On  a  (109)  poiir  toutcs  las  vaieurs  positives 
de  7nct  de  n,  cntiöros  ou  fraclionnaires,  Ia  formale 

Cetleformule  est  encore  vraie,  quand  m  ou  n,  ou  tous  les  deux, 
sonl  n^galifs. 
Supposons  d'abord  n  n^galif  et  egal  ä — n',  m  posilif,  on  a : 


or,  d'apr^s  nos  Conventions,  celle  derniäre  expression  s'6crit : 

a  "*,     ou     a-"'-'*"; 
donc  '^a'^^a 


— n' :  m ^m 


Supposons  ensuite  m  nögalif  et  d'gal  ä  — m',  n  restant  posi- 
lif; Va"  estune  quaniil6  a?,  dunl  Ia  puissance  (— m')  est  6gale 
a  a".  Ainsi 

3r^'=a'^,     ou    —,=  0",     ou     0;""=  — =  0"", 
et,  par  suitc,      a;=Va""=a"''=c"'~'"'=ü"'. 
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Supposons  en(iiiw  =  — m',  n  =  ~n';  ""^/üP*'  est  ki  qiiantile  o; 
qui,  elev6e  ä  la  puissance  ( — m'),  reproduil  a-"'.  Ainsi,  Ton  a  : 

rc-"  =a-"',     ou    — ,=  -^;      d'oü    a;"''  =  a'". 

d/  LI 

On  tire  de  lä  :         a;= 7«"'  =  «"*'  =  a-"''  =  aF. 

En  r6sum6,  loutes  nos  formules  pour  la  multiplicalion,  la 
division,  l'elevation  aux  puissances  et  Textraclion  des  racines, 
sont  generäles  :  elles  s'etendent  h  toules  les  valeiirs  positives  ou 
negatives,  enlieres  ou  fractionnaires,  des  exposants  et  des  in- 
dices. 

§  IV.  Applications, 

111.  Rendre  rationnel  le  denominateur  dune  fraction. 
Lorsqne  le  denominateur  d'une  fraction  contient  un  ou  plu- 
sieurs  radicaux,  il  est  souvent  utile,  principalement  au  point  de 
vue  des  approximations  nunneriques,  de  le  d6barrasser  de  ces 
radicaux,  de  le  rendre  rationnel.  Nous  en  donuerons  quelques 
cxemples. 

1°  Seit  -=  :  on  multiplie  les  deux  termes  par  y/a ,  et  l'on  a : 
m       m\/a 


y/a  « 

wi  — 

2»  Soit  -r: =;  on  multiplie  les  deux  termes  par  y/a  —  \/b', 

\ja-\-<i/b 

le  denominateur  devient  la  difference  de  deux  carr6s,  et  l'on  a  ; 

m       m  (y/a  —  \/Z) ni  (\Jn  —  \lb) 

\/a-\-\/l~  (s/af—(\/bf~       a~b 

„    _-        .                    m  m{\Ja-\-\lb) 

3»  De  möme  :      — =  =  —  ,      ' . 

)/a~\/b  a—b 

4»  De  möine  encore  : 

m      7n{az4Z\/'b) 

adz)/b~~      a^  —  b'' 

5»  Soit  -= = -^\  on  multiplie  les   deux  termes   par 

Va  —  \/b-\-\/c 
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y/ä  —  v^ö  —  \lc  ;  niors ,  eil  consid6rant  yja  —  y/b  comme  nne 
seule  (|iiaiilil6,  on  voll  quo  le  (liMioiiiinatrur  est  encore  le  pro- 
duil  crime  somine  par  uiic  (li(TciTiice  ;  et  Ton  a  : 

m  ?»  (v^"  —  y/b  —  s/c) w  isjn'^  \lb  — \/c)  _ 

^ö  —  y/^-j-y/c         (y/a  — y/^)*   — c         a -f- 6  —  c  —  2y/u6 

et  le  d^noniinaUnir  ne  coiilenant  plus  qu'un  seul  radical,  on  est 
ramen6  au  quafrii^me  cas. 

7YI 

6°  Soit  -= =  ;  on  considöre   le  d^nominateur 

y/a  —  v'ö-}-C  —  yjd 

comine  coiiipo>6  de  dciix  termcs  {^/a  —  yjb)  et  (c  —  y/t/),  et  Ton 
raulliplic  par  leur  diHerciice.  On  a  ainsi : 

m  m(y/a  —  y/ö  —  c-\-\J(l) 

y/ä  —  \j~b-\-c  —  \Jd      a  +  6  — Sy/öft  —  c*  —  d-f-Scy/c/ 

m(v/"  —  \Jb-\-\/d  —  c) 

~  {a-\-  b  —  e  —  d)  —  "lyjTb -\-2c\/d' 

etle  d^nominatcur  no  contenant  plus  que  trois  ternies,  la  Solu- 
tion est  ramen6e  au  ciiiquieiiie  cas. 

7"  Seit  maintenant  g- jrz.  On  sait  que 

sJa-\-  \/b 

(«-fß)(«»-aß  +  ß')  =  a»+ß». 

On  multiplie  donc  les  deux  termes  par  y/a* —  \/äb-\-yb*f  et 
Tona:  _       _        _ 

m       _  m(i^V  — ^fl^+y/fcQ 
y/äH-y/6~~  «-h^ 

8°  De  möme : 

TIXERCICES. 

I.  Simplifier  l'expression 

«3— 3rt4-(n»  — l)v/n^  — 4  — 2 
n3— 3n+  (n2— l)\/n»— 44-2' 

(n+  I)  v^n  — '2 

On  trouve — =•. 

(n— 1)  ^«+2  • 
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II.  Vörifier  que  la  valeur 

II  II 

annule  l'expression  x'  +  3px  +  2q, 

quels  que  soient  p  et  q. 

III.  Y6rifier  l'egalitö 


I  1 


j-a  4- (a'—&)'T      ra-(a^-b^n^  =  (a  +  b')» . 

11  suffit  d'^levcrau  carr6  les  deux  membres,  pour  obtenir  une  identit^. 
IV.  R6duire  l'expression 


+  V'r''  —  1       a;  -  ^x^— 1 


X—  \/x-  —  l      a;+  v'x»  — 1 
On  trouve  4x  \/x''—  1. 

V.  Simplifier  l'expression 

\/x*+  \'xhi^  —  1\/¥y 


\Jx*+  \/xtf  —  s/x->y  —  Vy* 


On  trouve  x  —  Vx-y^ 

x  +  y 
VI.  Simplifier  l'expression 


V  o»  +  v'o^b*  +  VI'-  +  s/a'b'  • 


On  trouve  (a?  +&')' 

VII.  Que  devient  l'expression 


l  —  ax/l  +hx 
1  +  ax  V  l—hx' 

quand  on  y  fait  a;=-v/^— 1? 

Elle  devient  ßgale  ä  l'unitö. 

VIII.  Que  devient  l'expression 

2  {uv  —  v/m'— 1  VtJ'  — l)» 

quand  ony  fait  2u=a;+-,      2v=y+-? 

X  y 

X      y 
Elle  devient  dgale  ä  -  +  -• 

y      X 

IX.  Que  devient,  dans  la  mßme  hypothese,  l'expression 

Elle  devient  6gale  ä  '        *2/  +  —  • 

xy 
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X   Que  devient  l'eipression 

2nV  '4.T' 


quandonyfail  jc  =  ^y/«_y^j 

Elle  devieni  6gale  ä    a  +  {». 
XI.  Que  devient  l'expresssion 

V/a  +  X  4-  \Ja  —  x 


y/a  +  X  —  V  a  — « ' 
Elle  devient  ^gale  ä  b. 


quand  on  y  fait  <t=  -r^ — r  ? 


I 


LIVRE   II. 

DES  EQUATIOXS  DU  PREMIER  DEGRE. 


CÜAPITRE    I. 

PRI!\CIPES  GEIVEUAUX  RELATIFS   AUX  EQUATIOIVS 
COASIDERLES   iSOLEMEIVT. 

§  I.  Definitions. 

il2.  Egalitö.  Deux  quantit^s  separ^es  par  le  signe  =  for- 
meiit  une  egalite. 

113.  Identite.  On  nomme  identite  l'expression  d'une  6galite 
qui  a  lieu  eiitre  deux  quantitäs  iiiitueriqiies,  ou  entre  deux  for- 
mules,  independamment  de  toute  valeur  parliculiere  attribuee  aux 
letlres  qu'elles  renferment.  Ainsi 

b  =  b,  8  =  7  +  1, 

{x  +  ij/  =  a;^  +  2xij  +  y\ 

sont  des  identit6s. 

114.  Equation.  On  distingue  plus  spör.ialement,  sous  le  nom 
d'equation,  une  egalite  qui  n'a  lieu  que  pour  certaincs  valeurs  par- 
ticulieres  des  leltres  qu'elle  renferme,  et  qui  peut,  par  suite,  servir 
ä  la  dölermination  de  ces  vuleurs.  Ainsi 

337—13  =  15  — a; 

est  une  equation :  eile  n'a  lieu  que  pour  la  valeur  parliculiere 
x  =  l. 

Une  6quation  a  deux  membres;  ce  sont  les  deux  expressions 
scpar^es  par  le  signe  =.  Le  premier  membre  est  ä  gauche,  le 
second  est  h  droite  du  signe. 

Les  iettres,  donl  cerlaines  valeurs  parliculieres  transformenl 
l'equalion  en  identite,  se  nomment  les  inconnues  de  I'^quation; 
Alg.  B.  I«  Partie.  6 
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cl  CCS  Viilcurs  pni  liciiliercs  sonl  Ics  Solutions  oii  Ics  racines  de 
räqiialioii.  Oll  rcpiösiMite  ordiiKiircint'nl  Ics  iiiconiiues  par  los 
dernicros  lellrcsdc  ralphabcl,  xry,  z  ... 

Hesoudie  iiiie  ö(|iiuli()n,  cVst  diMcrmiiicr  scs  i'acines.  Oii  dit 
quo  les  ratiiifs  d'unc  c(|uaIion  vcrifwnt  ccllc  6(puition,  saiisfont 
ä  celteöqiiatiün,  parce  qu'elles  la  Iraiislorincnl  en  idcDlitt':. 

La  rcsülulioii  dos  cqiiationscsl  la  partiela  plus  importante,et, 
d'a|)ri'S  quelques  au'aurs,  Ic  bul  verilable  de  l'alj^cljre. 

Ili5.  Kquations  equivale^tes.  On  dit  que  dcux  t^quations, 
qui  iciil'eruKMit  les  iik^mics  inconuues,  sonl  equivalcnlcs,  lors- 
quelles  admcttent  les  nicmes  Solutions.  On  peut  loujüurs  substiUier 
ä  une  öqualion  une  cqualion  äquivalente. 

IIG.  Equation  a  une  ou  plusieurs  inconnues.  On  distingue 
Ics  e(iuatiüns  d'apres  Ic  noinbrc  des  inconnues  qu'elles  i-cnfcr- 
mcnt :  ainsi  on  a  des  ^qualions  ä  une  inconnue  x,  ä  deux  in- 
connues X  e[y,  ä  Irois  inconnues  a;,  y,  z,  el  ainsi  de  suile. 

117.  Degre  d'une  equation.  Lorsque  les  deux  niembres 
d'une  e(iuation  sonl  des  expressions  rationnelles  et  entieres  par 
rapport  aux  inconnues  qu'elle  renlerrne.  le  degre  de  l'equaiion  est 
la  somme  des  exposants  des  inconnues  dans  le  tervit  oü  cette  somme 
est  la  plus  gründe. 

ExEMPLES.  3x  — 7  =  8  — 2a: 

est  une  equation  du  premier  dcgre,  ä  une  inconnue  x. 

kxy —  3a;=2  — öy 
esl  une  equation  du  second  degr6.  ä  deux  inconnues  x,  y. 

§  II.  Principes. 

118,  Theoreme  I.  On  peut  ajouler  une  meme  quantüe  aux  deux 
membres  dune  equation,  sans  allerer  les  coiidilions  quelle  iinpose 
aux  inconnues:  en  d'autres  termes,  on  forme,  par  cette  addilioriy 
une  equation  cquivalenle  ä  la  premiere. 

En  fclfct,  süient  A  et  B  ies  deux  membres  de  cette  equation, 

A  =  B;  [1] 

ajoutons  aux  deux  membres  la  quantit6  m:  nous  aurons  : 

\  +  ?nr=B  +  m.  [2] 
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Tonte  Solution  de  l'equalion  [1]  donrie,  par  hypolli^sc,  ä  A  et 
ä  B,  dos  valtnirs  riiimeriqui's  6gales  :  donc  si  Ton  ajoule  ä  ces 
valeurs  la  valeur  numerique  coi  respondante  de  m,  on  obtient 
des  nombres  6gaux.  Or  ces  nombres  sont  les  valeurs  nuineii- 
ques  dts  deiix  inemlires  de  l'equation  [2].  Donc  toute  Solution 
der^qiialiüu  [1]  v6iilie  l'equalion  [2]. 

Reciinoquenient,  toiUe  Solution  de  l'equation  [2]  donne  k 
(A  +  m)  et  k  (B-f-m)  des  valeurs  numeriques  egales  :  donc  si 
Ton  reiranclie  de  ces  valeurs  la  valeur  nuniäriqne  correspon- 
dante  de  rn,  les  rcsles  sont  egaux  :  or  ces  resles  sont  les  valeurs 
num6i  iques  de  A  et  de  B.  Donc  toule  Solution  de  l'equation  [2] 
verifie  l'equation  [1]. 

Les  deux  ^quations  sont  donc  equivalentes. 

119.  Remarque.  m  dösignant  nn  nombre  quelconqne  qui 
peut  etre  (tositif  ou  negatif,  on  n'ajoute  rien  ä  la  genoralitö  de 
Tenonce  pr^cedent,  en  disant :  on  peut,  sans  älterer  la  signiß- 
catlon  d'iine  cqxiation,  augmenter  ou  diminuer  les  deux  membres 
d'un  meme  nombre. 

liiO.  COROLLAIRE  I.    TRANSPOSITION  DES  TERMES.     Oll  peilt  tOU- 

jours  faire  passer  un  terme  quelconque  d^une  equalion  d'un  membre 
dans  l'aulre,  pourvu  que  Ion  change  son  signe. 

En  effet,  si  le  nombre  m  est  egal  et  de  signe  contraire  ä  Tun 
des  ternies  de  l'equation,  il  le  detruira;  et  ce  terme  disparaitra 
du  membre  oü  il  se  trouvait,  pour  reparaitre  dans  l'aulre  avec 
un  signe  dillerent.  Par  exemple,  soll  l'equation 

2+x  =  b  —  3x  : 

en  ajoutant  ( — x)  axix  deux  membres,  on  obtient : 

2=5  — 3x— o;; 

et  le  terme  x  est  pass6,  comme  on  voit,  d'un  membre  iaiis  l'autre,  en  chan- 
geant de  signe. 

121.  CoPOLLAjRE  II.  On  peut  changer  simultavcment  les  signes 
de  tous  les  tcrnies  d'une  equalion.  Gar  cela  i'eviciit  a  liansposer 
tous  lestcrmes  du  prcmier  membre  dans  le  second,  et  tous  les 
termes  du  second  dans  le  premier.  Par  exemple,  soll  l'equation 

3— «  =  15—  2x; 
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iransposons  tous  les  termos  ;  nous  aurons  ; 

'2,1  — ir,=.r  — 3; 
Oll,  CO  qiii  est  la  inOmc  cliose, 

j  — 3  — 2x  — 15; 
Ol  tous  los  termes  ont,  cominc  on  voit,  changu  de  signe. 

122  Theorkme  II.  On  peul  muUiplier  ks  deux  membrcs  d'um 
equntion  par  une  meine  qxiantilc,  sans  alldrer  (es  conditions  qu'cllc 
impose  nu-x  iucoirnucs,  poui'vu  que  la  valeur  numenqne  da  mulli- 
plicatcw  ne  soll  pns  nulle.  On  forme,  par  celle  mulliplkalion,  une 
equaiion  cquivalenle  ä  la  premiere. 

Pouf  le  proiiver,  soil  röqualion  propos6c  : 

A  =  B;  [l] 

mulliplions  les  deux  membrcs  par  m;  nous  aurons  : 

Am=^'Bin.  [2] 

Or  loute  solulion  de  l'^quatiou  [1]  donne  ä  A  et  ä  B  des  valeurs 
nuinöriques  egales:  donc  si  Ton  Piiulliplie  ces  valeurs  par  la  va- 
leur nuiuei'iqiic  corresporidanle  de  m,  qui  nest  pas  nulle,  les 
produits  seront  6gaux.  Or,  ces  produits  sont  les  valeurs  corres- 
jiondanles  des  deux  membrcs  de  requation  [2] :  donc  toute  So- 
lution de  l'cqualion  [IJ  est  Solution  de  reiiualion  [2]. 

Rceiproquement,  toutc  solulion  de  röquation  ['j]  donne  des 
valeurs  egales  ä  Am  et  h  Bm;  donc,  si  l'ou  divise  ces  deux  nom- 
bres  p.ir  la  valeur  correspondante  de  m,  qui  n'est  pas  nulle,  les 
quolients  sont  cgaux;  et  connne  ces  quotients  sonl  les  valeurs 
numcriques  de  A  et  B,  toute  solulion  de  l'öquation  [2]  est  Solu- 
tion de  l'dquation  [1], 

Ainsi,  les  deux  ^quations  sont  äquivalentes. 

125.  Puisque  l'on  peut  multiplier  les  deux  membrcs  d'une 
equation  par  nn  nombre  quelconque,  on  peut  aussi  les  diviscr  par 
im  nombre  quelconque;  car  diviser  parm,  revicnt  ä  mulliplier  par 

— .  II  faul  seulement  que  le  nombre  m  par  lequel  on  divise,  ne 

soil  Jamals  nul. 

.124.  Remarque  importante.  Le  principe  pröc6dent  suppose 
esseiilii-llcinent,  que  le  miilliplicateur  m  est  difTcrcnt  de  zero  : 
les  ^qualions  [l]  et  [2]  ne  sont  equivalenles  qu'ä  celle  condilion. 


/ 
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Kl  eri  effel,  la  secondc  peut,  si  Von  transpose  tous  les  termes 
dans  le  premier  membre>  se  mettre  sous  la  forme  : 

(A  — B)m  =  0.  [2] 

On  voit  qne  toute  Solution  de  requation  [1],  rendant  A  egal  ä 
ß,  ou  A — B  ögal  ä  zero,  veriüe  encore  i'^qiialion  [2].  Mais  la 
r^ciproque  n'est  plus  vraie,  si  m  peul  etre  nul ;  car  alors  l'equa- 
lioii  [2]  pourra  6tre  veriOöe,  sans  que  A  devienne  egal  ä  B. 

ExEMPLE.  Soit  requation 

3— a;  =  15  — 2.T.  [1] 

Multiplions  ses  deux  membres  par  {x  —  1) ;  nous  obtiendrons  la  nouvelle  6qua- 
tion 

(3  — a;)  (x— l)=(lo-2x)  (X  — 1).  [2] 

La  Solution  a;=rl2,  qui  verifie  la  premiere,  verifie  övidemment  la  seconde. 
Mais  la  valeur  x  =  l ,  qui  annule  le  multiplicateur  {x —  1),  satisfait  ä  la  seconde, 
puisqu'elle  rend  riuls  ses  deuxmembre  ;  et  cependant  eile  iiev6rifie  pasla  pre- 
miere. 

Ainsi  la  muUiplicalion  des  deux  membres  de  requation  par  un 
facteur,  contenant  les  inconnues,  peut  introduire  des  Solutions  etran- 
GEREs.  Ces  solu'ions  introduites  sont  Celles  de  Ccqualion  quon  obtien- 
drait,  en  cgalant  ä  zero  le  mulliplicateur,  coinme  on  le  voil  dans, 
rexeinplc  pieci'dent.  Par  consequent,  lorsqii'on'aura  et6  oblige 
de  mulli()lier  les  deux  n)enibres  par  un  pareil  ['acleur,  on  devra, 
apres  avoir  resolu  rerjuation  resullinle,  eludier  les  soluiions 
oblenues,  et  rtjeter  coinnie  etrangercs  Celles  qui  annuleraient 
Je  lacteur  sans  verilier  requation  propos^e. 

11  resulle  de  lä,  qu'e?i  divisant  les  deux  membres  par  wie  expres- 
sion  contenant  les  inconnues,  on  s'expose  ä  supprimer  une  ou  plu- 
sieurs  Solutions :  mais  les  soluiions  ainsi  supprimees  sont  Celles  de 
'equation  quon  oblicndrait  en  cgalant  ä  zero  le  diviseur.  Par  con- 
sequenl,  loisqu'on  aura  el6  obiigö  de  diviser  les  deux  membres 
par  une  pareille  expression,  on  devra  resoudre  non-seulement 
l'equalion  resullante,  mais  encore  l'öqualion  auxiliaire  obtenue 
en  6ga!aiit  le  diviseur  ä  z!'ro,  et  Studier  les  soluiions  de  cette 
derniere  pour  les  r6lablir,  si  elles  ont  ete  rdeilemcnt  supprimees. 

Si  le  mulliplicateur  ou  le  diviseur  m,  sans  contenir  les  incon- 
nues, est  une  expression  liUerale,  la  Iranslormation  esl  permise; 
mais  il  laudra  6viter,  dans  la  suite  des  raisonnemcnts,  les  hypo- 
tlicses  qui  rendraient  cette  expression  ögalo  ä  z6ro. 
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12Ö.  COROLLAIBB.  fivANOUISSEMENT  DES  üfiNOMINATEURS.  LOVS- 

qii'unc  i^qiuUion  renferme  des  tei'mcs  fractionnnires,  on  In  rnrntitc 
ä  la  forme  ciiiien-^  cn  mnUiplianl  toiis  Ics  teimcs  par  le  praduit  des 
deuominaieurs,  ou  nwme  par  leplvspelit  multiple  commun  ä  lous  , 
ces  deuominaieurs :  v{  Ton  ohlieril  aiiisi,  en  griietai,  niic  0'|iiation 
^(luivalenlf  k  la  preiiiiöie.  Gfltc  ri'glo  est  la  coiisefiiieiicc  6vi- 
deiiU'  du  Tli6orönie  II  et  des  prinapes  sur  les  IVacliuns. 

ExEMPLE  I.  Soit  lV'(]uation  | 

muUiplions  les  deux  merabres  parle  produit  a;  (af+  1);  nous  aurous  : 

2x(.T+l)=a;+l  +  {a;  — 1)  (a;+l)a;  +  3x, 
ou  2T'  +  2a;=z  +  l+a;'— a;  +  3a;.  [2j 

II  faut  remarquer,  toul?fois,  qua  le  facteur  x  (a;  +  l),  dgal6  ä  z6ro,  donue 
pour  Solutions  a;  =  0,  a;=  —  1.  Ce  sont  les  seules  solulions  qup  la  miiUiplica- 
tion  ait  pu  introduire.  Or,  elles  ne  v^rifient  l'^qnation  [2J  ni  l'une  ni  l'autre  : 
donc  les  deux  cquations  [1]  et  [2j  sont  äquivalentes.  ; 

ExEUPLE  II.  Soit  r^quation 

-^+-^=^rl-T.  [1] 

x  —  ax-\-ax-  —  a'  "• 

On  voit  qu'il  suffira  de  mnltiplier  les  deux  membres  par  (i'  —  a');  car  ce  ddno- 

minateur  est  divisiÖle  par  les  aulresd^nominateurs(.T  \-a)G\.  [x — a).  On  aalnsi: 

x  +  a-^x — a=l.  [2] 

Gemme  r^quation  x' — a.'  =  0  n'a  pour  Solutions  que  ar=  +  oet  x=—a,  les- 
quelles  ne  verifient  l'^quation  [2]  ni  l'une  ni  Tautre,  les  öquations  11]  et  [2] 
sont  äquivalentes. 

FxEMPLE  III.  Soit  encore  l'^quation 

si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  x — 1,  on  a  : 

a;— 1— a;'=— 1— 6x  +  6.  [2j 

Cette  derniere  6qtiation  admet  pour  Solutions  6  et  1  :  mais  le  nombre  6  v6rifie 
seul  rei|uaLioa  [1];  et  la  valeur  a;  =  l,  qui  annule  le  mulliplicateur  (x — l),doit 
6tre  rejetee. 

126.  Theoreme  III.  Lorsqu'on  eleve  ä  une  mcme  puissnnce  les 
deux  membres  d'une  equaiion,  on  introduit,  en  gencral,  des  Solu- 
tions ärangeres.  En  effet,  seil  l'^quation 

A=ß.  m 

ll 
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Si  Ton  6l6ve  les  deux  membres  au  carre,  on  a : 

A»=B«.  [2] 

On  voll  que  toute  Solution  de  la  promicre  est  Solution  de  la  se- 
conde.  Mais  cette  derniöre,  pouvant  s'6crire  sous  la  forme 

A»— B«  =  0,     ou     (A  — B)  (A  +  B)=0, 

renferme  h  lafois  les  solulions  des  deux  cquations, 

A  — B  =  0,    A  +  B  =  0. 

Elle  fest  donc  plus  generale  que  la  prcmiöre. 

De  mäme  l'equation         A™  =  B™ 

peut  s'6ciire  A*"  —  B"  =  0, 

ou       (A  —  B)  ( A"-*  +  BA"-'  4-  B^ A"»-*  +  ....+  B"""*)  =  0. 

Elle  admet  donc,  oulre  les  Solutions  de  requation  [1]  quiannu- 
lent  le  premier  facleur,  Celles  de  l'equation 

A"-i  -f  B A"*-»  +  B^A"-'  +  ....+  B"-^  =  0, 

qui  annulent  le  second  facleur. 

Lors  donc  que  l'on  est  oblige,  pour  rösoudre  une  6qualion, 
d'61ever  ses  deux  membres  ä  la  meine  puissance,  il  faut,  apres 
avoir  r^solu  l'equation  rösultante,  etudier  les  solulions  obtenues, 
et  rejeter  comine  6trangeres  Celles  qui  ne  veriiieraient  pas  l'e- 
qualion  proposee.  Par  exemple,  soit  l'equation 

VO— xz=j;  — 9.  [1] 

Si,  pour  rösoudre,  on  elöve  les  deux  membresau  carr6,  ona: 

9— a;  =  a;2— 18j;+81.  L2] 

Ur,  on  peut  reconnattre  que  cette  derni^re  6quation  est  v6rifi6e  para;  =  9  et 
para;  =  8.  Mais,  si  la  valeiir  x=9  convient  ä  l'equation  propos6e,  la  valeur 
*=8  ne  convieut  pas,  et  doit  etre  rejet^e. 

On  se  rend  compte  de  ce  resullaf,  en  remarquant  que  l'equa- 
tion [2]  n'esl  pas  seulement  le  carr6  de  l'öqualion  [1] ;  eile  est 
aussi  le  carr6  de  l'equation 


—  \/9  —  x=x  —  9, 
laquelle  admet  pour  Solution  x=S. 
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GIlAPITUi:   II. 

JRLSOLUTIOxX   DE   L't(.)UAT10\  DU  niEMlLU  DECKE 
A  L'AE  SELLE  IIVCÜA'MJE. 

§  I.   R6gle  pour  rösoudre  requalioa. 

127.  ExEMPLES.  Los  principe?,  cxpos6s  dans  le  cliapitre  pr6- 
c6dent,  sulliseiit  pour  r^soudrc  uno  öquation  du  premierdegre 
ä  unc  inconnue.  Doniious-eu  quelques  exemples. 

ExEMPLe  I.  Soit  l'6quation 

On  chasse  d'abord  les  dönominateurs  (lÜU),  en  multipliant  les  deux  membres 
par  84,  qui  est  leur  plus  petit  mulliple  cornmun.  L'iqiiation 

2ö2a;— 112  — 21x  =  20x  +  lG8x  + 1092  [2J 

est  äquivalente  k  lapremiure;  car  le  muUiplicaleur  est  numSriquo  (122). 

On  faitansuite  passer  dans  unmeml'reles  termes  qui  contiennent  l'inconnue, 
et  dans  l'autre  ceux  qui  ne  la  contiennent  pas  (120)  :  on  obtient  ainsi 

252x  —  21i-20x—168a;=:  1092 +  112, 

üu,  en  r6duisant  les  termes  dans  chaque  membre, 

43x=  1204,  [3] 

dquation  äquivalente  ä  l'^quation  [2j,  d'aprös  le  principe  (H8). 
Enfin  on  divise  les  deux  membres  par  43   (122),  et  Ton  obtient  l'^quation 

äquivalente 

X  — 28.  [4] 

Ür,  celte  derniöre  ^quation  est  vßrifiee,  quand  on  y  remplace  x  par  28  :  et 
eile  n'a  pas  d'auire  Solution.  Donc  l'equalion  [1]  admet  la  Solution  28,  etn'eii 
admet  pas  d'autre. 

On  verifie  la  Solution  en  remplacant  x  par  28  dans  l'^quation  [1] ;   les  deux 

2 

membres  deviennent  6gaux  a  75  -• 

ExEMPLE  II.  Les  coefficients  peuvent  etre  algöbriques.  Soit  l'öquation 
{1a+b)b^      ,       a-b'  ^         b  i  abc 

On  multiplie  tous  les  termes  par  a{a  -\-  b)^,  plus  petit  multiple  commun  des 
dinominateurs  :  l'^quation  nouvelle  • 

(2a  +  b)l^{a-\-b)  x  +  a%^  [2] 

=  2ac{a-]-by'x  +  b  {a  +  b)'x—2a^bc  [a  +  b)' 

est  equivalente  ä  la  premiere,  pourvu  que  l'ou  ne  lasse  pas  ultörieurement  l'hy- 
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:  olliese  0=^0,  ou  l'hypothcse  b=z  —  a,    dont  chacuiie   annale  le   muliijücri- 

ur  (124). 

On  fait  passer  les  termes  inconnus  dans  un  membre  et  les  ternes  conuus  dans 
"autre.  L'6quation 

a^h^  +  ^a'bcia  +  by 

=  3ac  (a  +  b,^x  +  b  (a  +  b)^  x—  {2a +  b)  b^a  +  b)  x         [3] 

est  äquivalente  ä  la  seconde. 
Puis  on  met  x  an  lacteur  commun  dansle  second  membre,  ce  qui  donne  : 

aW-  +  2a-bc  {a  +  by=  { 3ac  {a  +  b)^-i-b{a  +  b]^—  {la  +  b)  b'  {a  +  b)]x, 

et  Ton  divise  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  x.  On  a  ainsi  une  nouvelle 
equation  : 

an>i+2abc  (a-\-hy- 

'^~  :iac{a  +  b)^  +  b  {a  +  b)'— (2a  +  b)  b'  {a  +  b)  '  '^ 

qui  sera  öouivalente  aux  autres,  si  quelque  hypolhese  n'annule  pas  le  denomi- 
nateur. 

Or,  le  numerateurest  egal  ä  a^b  {ab  +  dc  {a  +  by]  .  Les  deux  derniers  teimes 
du  dönominateur  peuvent  s'ecrire 

b{a+b)  l{a  +  by—b{2a  +  b)], 
ou ,  en  reduisant ,  b  (a  +  b)  o'. 

Donc  le  dönominateur  s'öcrira  : 

3ac{a+b)3  +  a^6(a-t-&), 
ou,  en  mettant  a  (a  +  b)  en  facteur  commun, 

a{a  +  b)  [ab  +  3c(a  +  b)^]. 
Donc  enfin  la  valeur  de  x  peut  s'ecrire  : 

_      a^blnh  J-Zcia  +  by] 
~a[a  +  b)[u0+'6c(a  +  br  ]' 

ou ,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 

a  +  b  '  ■■ 

Comme  le  dönominateur  de  la  formule  [5]  devient  nul,  soit  pour  a.^0,  soll 

pour  b  =  —  o,  soit  pour  c  = — — rr;,  il  faudra  s'abstenir,  dans  les  appli- 

^  i(a+b}^ 

cations,  de  ces  trois  hypothöses. 

On  verifie  aisdment  que  la  soluiion  trouv^e  satisfait  ä  l'öquation  [1]. 

128.  Regle  generale.  On  conclut  de  ces  raisonnemeiits  la 
regle  suivaiite  :  Pour  resoudrc  une  equation  du  premier  degre  ä 
une  inconiiue:  l"  on  chasse  les  dctiominalcurs;  2°  on  Iramposc  dans 
un  membre  les  termes  qui  renferment  l'incowiue,  et  dans  l'autre 
ceux  qui  ne  la  contiennenl  pas;  3°  on  reduit  dans  chaque  membre 
les  termes  semblables ;  k^on  divise  le  terme  indcpendant  de  l'inconnue 


[51 
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par  le  cocfftcient  de  cctte  inconnuc.  Le  qiiotioiit  est  In  valcur  de 
rincomiiK',  soiis  l;i  rö-eive  des  rcstrii  tiotis  (]iie  noiis  avons 
önonci'^cs.  On  vörifie  d'aillciits  ccllc  valcnr,  n\  la  subsliliiant 
(lans  l'öqualion  proposöe,  qui  doit  se  Iraiisrüriiicr  en  idenlilö. 

%  II.  Equatiuns  qui  se  ram^nent  au  premier  degrö. 

Une  öqiiation,  qui  n'('st  pas  du  preinicr  dcgrr,  pcut,  dans  cer- 
tains  cas,  y  6lre  ramcn6e,  ä  Taide  de  quelques  transforinalions. 
Nous  cn  donnerons  quelques  exemples. 

129,  L'öqualion  est  irralionnelle. 

ExEMPLE  I.  Soit  I'dquation* 

\/ii  +  x  =  ii—\/x.  11] 

Si  l'on  eltive  les  deux  membres  au  carre,  il  vient  : 

ii+x=l6  —  S'Jx  +  x,  [1] 

ou,  en  faisant  passer  les  termes  inconnus  ä  gauche ,  les  autres  ä.  droitc,  et  sup- 
primant  ceui  qui  se  dctruiseiit, 

8v'^12,    ou    2v/x"=3.  [3] 

filevant  encore  au  carrö,  on  a  : 


4]  4«  =  9,      d'oü      «=-.  [5] 


Comme  toute  Solution  de  requalion  [IJ  v6rifie  toutes  les  suivantcs,  qui  en 

9 
sont  des  consequences,  etque  lY.quation  [5]  n'admet  que  la  Solution  x=-  -  ,    ii 

est  clair  que  l'equation  [1]  n'en  saurait  adraeltre  d'autre.  Mais  il  n'est  pas  cer- 
tain  que  cette  valeur  satisfait  effectivement  ä  celte  e  jumion:  car  ona,  par  deux 
fois,  61eve  l'öquation  au  carre,  Operation  qui  peut  introduire  des  Solutions 
ßtrangeres  (126).  II  est  donc  necessaire  de  verifier  la  Solution  trouv6e  par  une 

9 
Substitution  directe.  Or,  en  remplacant  a;  par -,  le  premier  membre  de  l'equa- 
tion [1]  devient 


v/4  +  a.  =  y/4+^=y/f- 


et  le  second  k—  Jx=ii—  ^/ -=k  —  '^  =  -. 

V  4  2      1 

La  verification  reussit  donc;  mais  eile  6tait  indispensable. 


*  Dans  cette  Squation ,  \/4  +  a;  et  ^.r  (lesignent  des  nombres  positifs  :  nous 
laissons  de  cöt6,  pour  le  moment,  la  douMe  valeur  qu'on  peut  leur  aitribuer. 
11  en  sera  de  meme  dans  le  reste  de  ce  cbapitre. 
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EXEMPLE  II.  Soit  encore  requalion 


^x—\/x—<Jl—.xz=i.  fl] 

Pour  faire  disparaltre  ua  des  radicaux,  on  V'sole  dans  un  membie,  eii  ecrivant 


et  I'on  i\h\e  au  carrö  les  deux  membres;  il  vi«  nt  : 

x—\/[-x=x—2  v"+  u  .     rs] 

ou,  simplifianl  tt  changeant  les  signes, 

Vi  — d;  =  2  v/x— 1.  [4] 

Elevant  de  nouveau  au  carre,  on  a  : 

1  — a;  =  4a;  — 4  V^+1,  [5J 

ou,  simplifiant  et  transposant, 

4  \/x=ox.  [6] 

filevant  au  carr^  pour  la  IroisiSme  fois,  nous  avons  : 

16x=25x2,  f7] 

öquation  que  Ton  peut  ecrire,  en  mettant  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre, 

a!(16-25a;)=0.  [8] 

Pour  qu'un  produit  de  deux  facleurs  soit  nul,  il  faut  et  il  sufflt  que   Tun  des 
facteurs  soit  nul.  Les  Solutions  de  requatioti  [8j  sont  douc  : 

x=0,       x  =  -—. 

L'equation  [1]  n'admet  pas  d'autres  Solutions  que  cclles-lä.  Pour  savoirsi  eile 
les  admet  effectivement,  faisons  la  Substitution  directe.  La  valeur«;=0  doane  : 

—  V—  1  =  1)  ce  qui  ne  signifle  rien  ;  et  la  valeur  x=—r  donne  : 

e 


v/rv1PVl='- 


ou,  rSduisant,  7  —  t  =  1. 

ce  qui  n'est  pas  vrai.  Ainsi  aucune  des  deux  Solutions  ne  convient  k  l'equa-, 
tion  [1]. 
Il  est  facile  de  voir  que  la  valeur  x  =  0  v6iifie  l'equation 


yJx+\/x+  VI— 0^  =  1; 
25 


1  fi 
que  la  valeur  x:=  —  v6rifie  l'equation 


\/x  +  \/x—  \/l—x  =  1  ; 
et  que  ces  6quations  conduisent  toutes  deux  ä  la  möme  equation    [71,  en  sui- 
vant  la  möme  marcbc  que  pour  l'dquation  propos<fe. 
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I'O  L\''(iuation  ne  renfL'rine  riiiconnue  qu'ä  une  ccrtainr 
puissaiicc;  alors  ein.'  pcut  ötrc  coiisidöiöc  coiiiiuo  ctaiil  du  [)ic- 
mier  degr6,  si  Ton  prcnd  cetle  puissaiice  pour  rinconnuc. 


ExEHPLE  III.  Soit  r^quation 


T.  +  T^r  =  ''-  "1 


1  +  'Jx  '    1  —  2x 

Oll  multiplie  lesdeux  membres  par  le  proluit  (1  +2.r)  (1  — 2.r) ,  ou  par  (1  — /ix'); 
il  vient  : 

a(l— 2x)4-o{l+2x)=2^  (l— 4x»),  [2] 

ou,  efTectuant  les  multiplications,  et  supprimant  les  termcs  qui  sc  dclruisent, 

'2a=1b—Sbx\  [3] 

Si  1  on  considere  »'  comme  l'inconnue,  cettecqualion  est  du  premier  degn', 
et  on  en  tire  : 

b  —  a 


kb 


S/'-iF-  W 


131.  L'öquatioii  iic  rcnCenne  rincomiue  que  sous  un  radical; 
eile  est  du  pi'emier  degre,  si  Ton  preiid  ce  radical  pour  iii- 
connue. 


ExEMPLE  IV.  Seit  rcquation    . 

öx — V        si'ax  —  b 
Vä7+  b  '^ 


[1] 


Comme  le  num^rateur  de  la  premiere  fraction  est  divisible  par  son  d(5nomina- 
teur,  l'equatiün  peut  s'ecrire  : 

/ —     1.      V'ax  — 5  r«i 

\/ax—b—- — - — =e,  [2] 

ou,  en  cbassant  le  d6nominateur, 

c  Vax—  cb  —  y/öx  +  b  ^c',  [3] 

6quation  du  premier  degr6,  si  Ton  prend  pour  inconnue  le  radical  \/clx.  üna, 
en  transposant  les  termes  : 

(c— 1)  s/äx=c2  +  c6  — 6i  [4] 

et  par  suite, 

r-      c^  +  cb—b      .    ,      c'  ,-, 


filevant  cette  equation  au  carre,  et  divisant  par  a,  on  a: 
x=  -{b  -\ . 


[6] 
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§  III.  Solution  de  quelques  probl5mes 

Nous  donnerons,  des  ä  presont,  qiiel((ues  exemplesde  rulilite 
des  eqimtions  dans  la  Solution  des  problemes. 

132.  Probleme  I.  Trouver  Vescompte  en  dcdans  d'un  hillet  de  IbOO  fr.  payable 
dans'  5  mois,  le  tavx  de  linieret  ciant  6  po?(rlOO  par  an. 

I.'e.«compte  en  dedans  d'un  billet  est  Tinteret  de  sa  valeur  actuelle.  D^si- 
gnms  cet  escomiite  paia;;  on  remetlra  au  porteurl5ü0  —  x;  et  il  faudra  qua 
cette  somme,  placee  ä  6  pour  100  pendant  5  mois,  rapporte  un  interet  x.  Or, 
100  fr.,  rapportant  6  fr.  en  1  an,  rapportent  en  1  mois  0^50,  et  en  5  mois  2^,50; 
1  fr.,  dans  le  möme  temps,  rapporte  donc  0^025;  et  (1500 — x)  rapporient 
Ü',025x(1500  —  x),  Ondoit  donc  avoir  l'equation 

'1500  — a;)x  0,025  =ar, 

ou,  en  effectuant  les  calculs, 

1500X0,025— 0,02.5  j;  =  a!, 

öquationdu  prämier  degre,  d'oü  l'on  tire 

""^ rÖ25 =36,68d.... 

Onremettraauporteur  dubillet  l'excesde  1500  fr.  sur  I'escompte,  ou  1463^,41. ' 

133.  Probleme  II.  On  a  deux  lingots  d'argent,  dont  les  titres  sont  (),nb 
et  0,^40;  quel  poids  doü-on  prendre  de  chacun  d'euxpour  former  25  grammes 
d'alUage,  au  titre  de  0,900? 

Soit  X  le  nombre  de  grammes  que  l'on  doit  prendre  dans  le  premier  lingot  : 
(25 — x)  sera  le  poids  que  l'on  devra  prendre  dans  le  second. 

Le  poids  de  l'argent  contenu  dans  a;  grammes  du  premier  lingot  est  .rxO,775. 

Le  poids  de  l'argent  contenu  dans  (25  —  x]  grammes  du  second  lingot  est 
(25  — ar)x  0,940. 

La  quantite  totale  d'argent  contenue  dans  l'alliage  est  donc 

a;xO,775+  (25  — a:)X0,9A0. 

D'un  autre  cöte,  puisquele  titre  de  l'alliage  est  0,900,  la  quantite  totale  d'ar- 
gent que  les  25  grammes  d'alliage  contiennent  doit  etre  egale  ä.  25x0,900;  on 
doit  donc  avoir 

xx  0,775  + (25  — x)XO, 940  =25X0,900, 

equation  du  premier  degre,  dont  on  deduira  a;  =  6s'',0636. 
Donc  on  doit  prendre  : 

du  premier  lingot Gs'jOGOG, 

du  second  lingot 18s',9394 

134.  Probleme  III.  Paris  et  Ronen  sont  distants  de  \31  kilometres.  Lechar- 
bon  coäte  ä  Paris  k',2h  les  100  kilogrammcs,et  ä  Ronen  k',lb;  les  frais  de  trans- 
port  äant,  par  tonne  et  par  kilomelre,  de  0^,09,  quel  est  le  point  du  chcmin 
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pour  lequel  il  y  a  avaiitagc  ('ggf  <)  faire  vcnir  le  charhon  de  l'une  ou  de  lautre 
\üle? 

Soit  X  la  dislance  du  jioinl  chcrcli6  4  Paris;   (137— .t)  scra  sa  distaiico  ä 
liouäu. 
Une  tonne  do  charhon  achctäe  k  Paris  coüte  -V2',50. 
Les  frais  ilc  Iranspoil  de  cclle  tonne  ä  la  distance  x  sonl  aX  0,09. 
Lg  prix  de  rovieiil  d'uno  tonne  achetde  4  Paris  est  donc 

42,r,0  4-  a;X0,09. 
Une  tonne  achet^  f\  Ronen  ,  et  transiiorle'e  i  la  dista  ice  (137  — x),  -oOtera  de 
m^nie 

47,50 +  (1 37  — a;)X  0,09. 
On  aiiia  donc 

42,riO  +  .TX0,0!)  — 47.50  +  (137— ar)xO,09, 
^qualion  du  premler  det,'r6,  d'oü  Ton  tiicra 

3--96S2777....; 

donc,  distance  de  Paris  au   point  clierchc 96^,'278, 

dislance  de  Rouen 40', 722, 

prix  de  la  tonne öl', IC  i- 

löö.    ReMARQUE    SUR  LA.    MISE    EN    EQUATION  DES    PROBLEMES. 

Melire  un  Probleme  en  eqaalion,  c'est  cxpriiner,  p.ii"  utie  ou  plu- 
sicurs  ^qualions,  les  condiiions  impos6es  par  son  6iionc6  aux 
quanlit6s  inconnues.  II  est  iinpossible  de  doiiner,  pour  y  arri- 
ver,  une  röglc  compIcU'incnt  gi-nöi-ale.  Nous  nous  bornerons, 
pour  le  moinent,  ä  I'indicalion  suivanle. 

Ell  examinant  avec  soin  l'^noncö  d'un  problt^mc,  on  verra 
presque  toujours  qu'il  s'.igit,  pour  le  rcsoudre,  de  rendi'C  cer- 
laincs  quantitcs  6gales  enire  elles.  Apres  avoir  reconnu  quelles 
sonl  ces  qu;intit6s,  on  chorchera  les  formules  qui  en  expriment 
les  valeurs;  et,  en  egalant  ces  formules,  on  obtiendra  les  6qua- 
lions  demandees.  Reprenons,  par  exemple,  les  trois  problcmes 
traitcs  plus  haut. 

Probleme  I.  Trouver  rescompte  de  1500  fr.  payal)les  dans 
cinq  mois,  c'est  trouver  une  somme  qui,  placee  pendant  cinq 
mols  et  angineni(^e  de  ses  int6r6ls  pendant  ce  temps,  devienne 
egale  ä  1500  fr. 

Probleme  II.  AUier  de  l'argent  ä  0,775  avec  de  l'arg-cnt  ä 
0,940,  de  maniere  ä  forrner  25  grammes  d'alliage  ä  0,900;  c'est 
faire  en  sorte  qm^  la  quatililc  totale  d'argent  conlenue  dans  les 
25  grammes  d'alliage  soll  egale  ä  0,900X  25, 
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Probleme  III.  II  faul  faire  en  sorte  que  le  prix  d'une  tonne 
dechaibon,  Iranspori^e  de  Paris  au  point  cherche,  soil  egal  au 
prix  d'une  tonne,  transport6e  de  Rouen  au  mfime  point. 

Remarque.  Dans  presque  lous  Ics  problemes  relalifs  ä  des 
nombre-,  la  uiise  en  equation  n'est,  pour  ainsi  dirc,  que  la  tra- 
duction,  dans  la  langue  alg6brique,  de  r6nonc6  propose  en 
langage  ordinaire.  II  peutafrivercependant,  quel'enonce  nepa- 
raisse  pas  pou\oir  imincdialement  se  traduirecn  formuk;  mais, 
en  s'attachant  au  sens  pkilöt  qu'aux  paroles,  on  ne  trouvera 
presque  Jamals  de  difficulle  serieuse.  Nous  reviendrons  sur  la 
mise  en  equation,  quand  nous  nous  occuperons  sp6cialement 
des  pioblemes  du  premier  degr6. 


EXERCICES. 


I.  R6soudre  l'equation 


3+2j;      o+2a;_    _       4.r'  — 2 


1+2JC      7  +  2j;  7+16a;  +  4a;» 

Oü  trouve  *=ö* 

o 

II.  Rösoudre  l'equation 

6-5x       7— 2x'    __  3a; +  1  _  lOc— 11       _1_^ 
15         14(a;— lj~     21  30       '*' 105* 

On  trouve  a;=4. 


,iT    T,A      ^         *      4(2r  — 3)— 3  (3.r- 
III.  R6soudre     -  — 


2  6{a;— 1) 


n^3   /x'  +2\ 
2  \3a;— 2/ 


On  trouve 


13 
«=Y  ,  et  x  =  0. 


IV.  Rösoudre  V^ l  —  \'^'  —x^=x  —  \. 

5 
On  trouve  3^=7      et       a:  =  3. 

4 

Cette  derniere  valeur  ne  convient  pas. 


V.  R^soudre  y/a  +  aj  —  v/— -r—  =  V 2a  +  : 

2a 
On  trouve  «  =  —  — , 

valeur  qui  ne  convient  pas. 
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VI. 

Risoudre 

On 

trouve 

VII 

Rösolulre 

Oll 

trouve 

Vlll.  R6soudie 

LIVRE  II. 

y/(i  +  r  +  \/n—x         yr- 

V r^=^  =  v*- 

\'o  +  a;—    v«  — X 
2av/ö 


27 /J 


H=\/^.H-v/;^^^- 


•■»n  trouve  x=  —  —  , 

valcur  (jui  iic  convient  pas. 


IX, 


Resoudre  vx  +  Va;  —  y/a; —  V-t^-  4  / 7="« 


On  trouve  a;=^,cta;=0. 

1d 


X.  Resoudre  2.r+2  ^a^ +x-= -z==. 

On  trouve  .t=  — . 

4 

Ja  -\-  .T  ,  ^a  +  X      \/x 

XI.  Resoudre  ^        — +- — ^» 

X  a  c 


On  trouve 


XII.  Resoudre  l'iquation 


Vo— a;  +  2  \Ja+x=  ya—x  +  Jax  +  x'*. 

64  a 
On  trouve  «= — a,  «=0  et  aj=---— -, 

1  (J"2o 

Les  deux  derniöres  ne  conviennent  pas. 
XIII.  Resoudre  l'öquation 


^—- \/\^  +  ^''\/^.=^!/~'- 


Ol)  trouve 
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CHAPITRE   III. 

PRmCIPES  GEIVERAUX   RELATIFS  AUX  EQUATI0IV8 
SIMULTA^EES. 

§  I.  Definitions. 

136.SYSTEMES  d'^quations.  On  entend  par  Systeme  d'equationSj 
l'ensemble  de  plusieurs  equations  qui  doivent  etre  satisfaites  ä 
lafois.  Si  chaque^quation  ne  contenait  qu'une  seule  inconnue, 
on  la  r6soudrait  isolement  d'apres  la  möthode  du  chapirre  pr6» 
c^dent;  et  il  y  aurait  autant  de  problemes  distincts  que  d'6qua- 
tiöns  ä  r^soudre.  Mais  lorsque  les  inconnues  entreht  ä  la  fois 
dans  plusieurs  6quations,  la  question  devient  plus  difficile. 

On  nomme  Solution  du  systöme  tout  Systeme  de  valeurs,  qui, 
mises  ä  la  place  des  inconnues,  transforment  les  equations  en 
identit6s. 

137.  Systemes  EQurvALENTs.  On  dit  que  deux  systemes  d'6- 
quations,  qui  renferment  les  mömes  inconnues,  sont  equivalents, 
lorsque  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfontäl'un  et  ä  l'autre 
sont  absolument  les  memes;  ou,  en  d'autres  termes,  lorsque  les 
Equations  de  chacun  des  systemes  entrainent  Celles  de  l'autre. 

Lorsque  deux  systemes  sont  Äquivalents,  on  peut  les  substi- 
tuer  Tun  k  l'autre. 

§  II.  Principes. 

158.  Theoreme  I.  Etant  donne  un  Systeme  d'Squations,  önpeut 
substituer  ä  Vum  quelconque  d'entre  elles  Vequation  obtenue  en 
ajoutant  membre  ä  membre  les  equations  proposees.  Ainsi  les  sys- 
temes 

/A=A',  (A  +  B  +  G  +  D=A'  +  B'-|-G'+D',     [a] 

L^-"    G=G'.  L^Mg=G', 

(d=d',  (d=d', 

sont  equivalents. 

En  effet,  toule  Solution  du  systfeme  [1]  donne,  par  hypoth^se, 
des  valeurs  numeriques  Egales  aux  deux  membres  de  chacune 
Alg.  B.  I'e  Partie.  7 
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lies  öqiialions  de  cc  syslöinc  :  tlonc  eile  rend  6gaux  aussi  Ics 
dcux  iiKMiibres  de  rrMinaliou  [a] ;  düiic  eile  vörificle  systöine  [2]. 
Uc'cipioqiR'meiU,  loute  solulioii  du  sysk^ine  [2]  rendant  6gales 
Ics  vnli'urs  nimieiiqiies  de  B  et  de  ß',  cellcs  de  Gel  de  C,  Celles 
de  D  et  de  D',  rciid  egales  Celles  de  B+C+D  et  de  B'-f  G'+  D'; 
et  coinme  eile  verilie,  par  liypothese,  reiiiialion  [a],  il  faut 
qu'elle  reiule  egales  les  valeurs  numeriques  de  A  et  de  A'.  Donc 
eile  v6rilie  le  syslöme  [1]. 

159.  Remarques.  La  d6monslration  pr6c6dente  est  ind6pen- 
dante  du  nombre  des  C'qualions. 

On  peilt  n'ajouter  les  unes  aux  autres  qu'unepartie  des  6qua- 
tions  qui  composent  un  systömc:  r6quationr6sultante  remplace 
l'unequelconquede  Celles  (|ui  ont  servi  ä  la  formero 

Onale  droit,  avant  d'ajouler  les  equations  membre  ä  membre, 
de  multiplier  chacune  d'clles  par  un  nombre quelconque;  car  cette 
Operation  (122)  n'allfere  pas  les  conditions  qu'elles  imposent 
aux  inconnues. 

11  va  Sans  dire  que  Ton  peut,  dans  l'application  du  th6or6me, 
souslraire  membre  ä  membre  certaines  6quations,  au  lieu  de  les 
addilionner. 

140.  Theoreme  IL  LorsqueVune  des  equations  d'un systeine  est 
resolue  par  rapport  äune  inconnue,  on  peut  remplacer  cette  incon- 
nue  par  savaleur  dans  les  autres  equations  :  on  ramene  ainsi  le  sys- 
teme  ä  unautre,  ayantune  inconnue  et  wie  equationdemoins. 

Ainsi  le  systäme 

'x=k, 

ß  =  B'.  [1] 

|C  =  G', 
D=D', 

dans  lequel  B,  B',  G,  G',  D,  D'  renferment  toutes  les  inconnues 
d'une  mauierequelconque,  et  oü  A  peut  renfermer  toutes  les 
inconnues  ä  l'exception  de  x,  est  equivalent  au  sysleme 

X  =A, 

lBi  =  B',,  [21 

|Ci=G'i, 
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danslequel  B,,  B'i,  Ci,  Cj,  Di,  D',,  sont  les  expressions  obtenues 
en  rempla^ant  x  par  A  dans  B,  B',  C,  C,  D,  D'. 

En  effet,  toule  Solution  du  Systeme  [l]rendant  Egales,  parliy- 
pothese,  les  valeurs  numeriques  de  x  et  de  A,  il  est  permis  de 
remplacer  x  par  A  dans  les  equatlonssuivantes  :  or  les  resultats 
6gaux,  que  Ton  obtient  ainsi,  sont  les  valeurs  num6riques  des 
membres  desequations  du  Systeme  [2].  Donc  ce  dernier  Systeme 
est  verifie  par  la  Solution  du  premier.  Reciproquement,  toute 
Solution  du  Systeme  [2]  rendant  x  egal  ä  A,  il  est  permis  de  rem- 
placer A  par  X  dans  les  equations  suivantes,  ce  qui  ramene  au 
Systeme  [1]. 

Les  deux  systämes  sont  donc  Äquivalents. 

Gette  demonstration  est  independante  du  nombre  des  equa- 
tions. 

141.  Eliotnation.  Lorsque,  dans  les  Equations  B=B',G=C', 
D  =  D',  on  remplacea;  par  A,  cette  inconnue  disparait  des  Equa- 
tions. On  dit  alors  qu'elle  est  eliminee.  En  gen6ral,  eliminer  une 
inconnue  entre  m  Equations,  c'est  remplacer  le  Systeme  proposö 
par  un  Systeme  equivalent,  danslequel  (m — 1)  equalions  ne 
contiennent  pas  cette  inconnue. 


CHAPITRE   IV, 

RESOLUTION  D'UN  XOMBRE  QUELCOXQUE  D'EQUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRE  ENTRE  UN  NOMBRE  EGAL  DIN- 
CONNUE8. 

142.  Onpeut,  en  gEnEral,  döterminer  les  valeurs  d'un  nom- 
bre quelconque  d'inconnues,  lorsqu'on  connalt  entre  elles  un 
nombre  6gal  d'Equations  du  premier  degrE.  Nous  allons,  dans 
ce  chapitre,  exposerles  mEthodes  qui  fournissentles  Solutions, 
en  commengant  parle  casle  plus  simple,  celui  de  deux  Equa- 
tions ä  deux  inconnues. 
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S  1.  Resolution  d'un  Systeme  de  deux  ötjuations  Ä  deux  inconnues. 

143.  Forme  giSniSrale  de  l'i^quation  du  Premier  degr^  a 
DEUX  INCONNUES.  Si  Ton  dt^signe  les  deux  inconnues  par  x  et  y, 
une  ('iquatioii  du  preinicr  dogrt^  nc  peut  rcnfcrmcr  quc  trois 
softes  ile  lernies  :  1°  des  termes  du  prcmier  degr6  en  x;  2°  des 
termcs  du  premier  degr6  en  y;  3»  des  termes  tout  connus.  Or 
on  peut  toujours  faire  passer  dans  Tun  des  membres  tous  les 
lerines  qui  conliennent  soil  x,  soit  y,  et  y  r6unir,  par  Taddilion 
des  coeflicients,  tous  ceux  qui  lenfcnnent  1 1  möme  inconnuc. 
Si  Ton  fait  de  mßnie  passer  dans  l'aulre  niembrc  tous  les  termes 
connus,  et  qu'on  les  r6unisse  en  un  seul,  l'^quation  prendra  la 

forme 

ax-{-by=:c, 

a,  b,  c  d6signant  des  nombrcs  connus.  G'est  sous  cette  forme 
que  nous  mcttrons  les  6quations  que  nous  aurons  ä  rösoudre. 

144,  1"  Gas.  II  peut  arriver  que  l'une  des  6quations  ne 
renferme  que  l'une  des  inconnues.  Soit,  par  exemple,  le 
Systeme 

Zx-\-7y  =  79,  [1]    1 
8a;=80.      [2]    ( 

L'equation  [2],  qui  ne  renferme  que  x,  fournil  imm^diatement 
(128)  sa  valeur,a;=  10.  Si  Ton  subslitue  cette  valeur  dans  l'e- 
quation [1],  eile  devient 

30-|-7y=79. 

Et  comme  eile  ne  contient  plus  alors  que  l'inconnue  y,  eile  en 
fournit  (128)  aussi  !a  valeur,  y=l. 

Ces  deux  valeurs,a;=10,  i/  =  7,  v6rifient  6videmmentle  sys- 
\hme.  D'ailleurs  il  ne  saurait  exister  d'autre  Solution ;  car  l'equa- 
tion [2]  n'admet  que  la  Solution  a;  =  10;  et  pour  cette  valeur. 
l'equation  [1]  n'esl  verifiee  que  par  y=^7. 

Ainsi,  pour  resoudre  le  systäme,  dans  ce  cas  particulier,  on 
rcsout  Celle  des  equations  qui  ne  renferme  qu'une  des  inconnues,  on 
substitue  dansVautre  equation  la  valeur  trouvee  pour  celte  inconnuc . 
et  Von  resout  V equation  resultante  qui  fournit  Vaulre  inconnue 
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145.  2'  Gas.  Les  deux  equalions  renferment  les  deux  incon- 
nues.  On  ramene  ce  cas  au  pr6c6dcnt,  en  (^liminant  l'une  des 
inconnues  enlre  les  deux  ^quations  (141).  On  peut  employer 
plusieursproc6d6s  pour  op6rer  celte  eliminalion. 

METHODE  PAR  SUBSTITUTION.  Soieut  les  deux  6quations  : 

7x+3y  =  kl,     [1]    ( 

6a;— 5y=10.     [2]   (  ^^ 

On  peut  (118,  122)  remplacer  l'equalion  [1]  par  l'^quation 

kl  —  lx 

qu'on  obtient  en  faisant  passer  7a!  dans  le  second  membre,  et 
en  divisant  ensuite  les  deux  membres  par  3  :  c'est  ce  qu'on  ap-  .. 
pelle,  resoudre  Vequation  par  rapport  ä  y.  Le  Systeme  (1)  estainsi 
remplace  par  le  Systeme  äquivalent : 

47—70?    .,,    ) 
^=—3-'    ^'^  (2) 

6a;  — 5y=10.   [2]    ) 

47 'Jx 

3n  peut  maintenant  (140)  remplacer  y  par  — - —  dansl'^qua- 
ion  [2] ;  et  l'on  obtient  le  systöme  äquivalent : 

Et  r^quation  [4]  ne  renfermant  plus  que  l'inconnue  x,  on  est 
•amenö  au  premier  cas.  On  r^sout  donc  cette  6quation  ;  eile 
[onne 

18a;— 235  +  35a;  =  30; 

Sl*oü  Ton  tire  (128),  x—f>.  Et  cette  valeur,  Substitute  dans  1'^- 
[uation  [3],  donne  y  =  k.  Ces  deux  valeurs,  aj=5,  y  =  4,  for- 
nant  la  Solution  uniqiie  du  Systeme  (3),  fournissent  la  Solution 
inique  du  systöme  äquivalent  (1). 
La  m6lhode  est  generale,  et  conduit  ä  la  rfegle  suivante  :  On 
esout  l'une,  des  equations  par  rapport  ä  l'une  des  inconnueSj  et  l'on 
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SUBSTITUE  5a  valcw  dmis  l'autre  cqualion.  Commc  ccttc  dcrnüre  ne 
renfermc  plus  alors  que  Vautre  imonnue,  on  la  rcsout,  et  onobiient 
la  valeur  de  cclte  inconnue.  Puis  onsubstiluc  cetle  valeur  dans  l'ex- 
pi'essioji  de  lapremlcre  inconnue,  Operation  qui  fournit  la  valeur  de 
€elle-ci. 

146.  METHODE  PAR   ADDITION  ET   SOUSTRACTION.   RepreilOllS    IC 

sysliiiTie  : 

lx-\-Sy  =  kl,     [1]  \ 

ex~by=\0.     [2]    i  ^  ' 

On  peut  toiijours  rendre  6gaux  les  cocfficients  d'une  möme  in- 
connue dans  les  deux  tiquations;  il  suffit,  pour  cela,  de  mulli- 
plier  les  deux  membres  de  cliacunc  par  le  coefficient  dont  cette 
inconnue  est  affectöe  dans  l'autre.  Ainsl,  cn  muKipliant  la  pre- 
miere  öquation  par  5  et  la  secondepar  3,  on  oblient  (122)  ie 
Systeme  äquivalent : 

35a; -f- 15?/  =  235,     [3] 


18a;— 15?/=  30.       [4]    )  ^^^ 

Les  deux  coefficienls  de  y  6tant  alors  6gaux  et  de  signes  coii- 
traires,  on  öliuiinera  celte  inconnue  en  ajoutant  les  deux  6qua- 
lions.  On  obliendra  ainsi  une  6qualion 

53a;=265,  [5] 

qui,  combin6e  avec  l'une  des  6quations  (2)  ou  avec  l'une  des 
6quations(l),  formera  un  Systeme  (3)  äquivalent  au  premier. 

On  sera  ainsi  ramcn6  au  premier  cas  (144).  On  tirera  de  [5] 
a?=5;  et  substituant  celte  valeur  dans  l'une  des  6qua(ions,  dans 
l'^quation  [1],  par  exemple,  on  obliendra  la  valeur,  i/=4. 

La  melliode  est  g6n6rale,  et  conduit  ä  la  regle  suivante  :  On 
multiplie  chacune  des  equations  par  le  coefficient  dont  l'une  des  in- 
connues  est  affectee  dans  Vautre ;  on  ajoute  alors  l'une  ä  l'autre,  ou 
Von  RETRANCHE  Vune  de  Vautre  les  deux  equations  rcsultantes,  sui- 
vant  que  les  coefficients  egaux  de  V inconnue  consideree  sont  de  signes 
contraires  ou  dememe  signe.  On  obtient  ainsi  une  equation  ä  une 
inconnue,  qui  fournit  la  valeur  de  cette  inconnue.  En  substituant 
cetle  valeur  dans  Vune  des  equations  proposeeSf  on  en  tire  la  valeur 
de  l'autre  inconnue. 

147.  Remarque.  Si  les  coefficients  que  l'onveut  rendre  6gaux 


l 
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nc  sont  pas  premiers  entre  eiix,  on  peut  prendre  pour  coefßcient 
commun  leur  plus  petit  multiple  commun  :  il  sufüt,  pour  cela,  de 
diviser  ce  plus  petit  multiple  par  chacun  des  coefficients  de 
Tinconnue  ä  öliminer,  et  de  multiplier  chaque  öquation  par  le 
quotient  correspondant.  Soit,  par  exemple,  le  Systeme 

36a;+   7!/  =  323,  (  r  . 

54;F-lly  =  377.i  •■  ■* 

Le  plus  petit  multiple  commun  ä  36  et  ä  54  est  108  :  les  quotients  de  108 
par  36  et  54  sont  3  et  2.  On  multiplie  donc  la  premiöre  equation  par  3,  et  la 
seconde  par  2;  et  Ton  a  le  Systeme  äquivalent : 

108x  +  21y  =  969, 


lOSx  — 22y  =  754;  I  ^^^ 

comme  les  coefficients  de  x  ont  le  mSme  signe,  on  retranche  la  seconde  equa- 
tion de  la  premiSre  3  ce  qui  donne  : 

43y  =  215; 

d'oü  t/  =  5;  et,  par  suite,  a;  =  8. 

148,  AuTRE  REMARQUE.  Lofsque  l'ona  trouvö,  par  lamelhode 
prec6dente,  la  valeur  d'une  des  inconnues,  on  peut  chercher  di- 
rectement  la  valeur  de  l'autre  inconnue  par  la  meme  methode^  au 
lieu  de  la  deduire  d'une  Substitution. 

Ainsi,  dans  l'exemple  precedent,  pour  obtenir  x,  on  mul- 
tipliera  la  premiere  equation  par  11  etla  seconde  par  7;  cequi 

donnera : 

f396a;-f  77y=3553, 

(378a;— 77y=2639; 

et,  enajoutant  lesdeux  r^sultats,  on  trouvera, 

774a;  =  6192; 

d'oü  Ton  tirera  :  a;=8. 

Gelte  valeur  de  xne  peut  differer  de  celle  qu'a  fournie  la  Sub- 
stitution :  car,  d'aprös  les  raisonnements  pr^cedents,  le  Sys- 
teme [1]  est  äquivalent  ä  Tun  quelconque  des  deux  systemes, 

t^]  [36^+7y  =  323,  j  36ar+7i/=323;         t^^ 

or  chacun  de  ces  derniers  ne  fournit  qu'une  Solution  ;  11  est 
donc  necessaire  que  cette  Solution  soit  la  mßme  pour  ces  deux 
systemes. 
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140.  CoROLLAiRE.  On  voit  qu't'u  gthicMal  un  syslc^me  de  deux 
ßqualioiis  du  pnmier  degr6  h  dcux  inconnucs  admet  une  Solu- 
tion uni<}ue  et  dclcrmiiüe. 

^  II.  Resolution  d'un  Systeme  de  trois  6quations  ä  trois  inconnues. 

löO.  RiiiGLE.  Pour  resoudre  un  Systeme  (l)  de  trois  iquations  ä 
trois  inco7inucs  x,  y,  z,  on  elimiiw  l'une  des  inconnues,  z  parexcm- 
ple,  d'abord  entre  deux  des  trois  equations,  puis  entre  la  derniereel 
l'une  des  deux  autres  :  oii  einploic,  pour  cela,  soit  la  ra6lhode  par 
substilution  (145),  soll  la  melhode  |)ar  addilion  et  soustraclion 
(140).  On  oblient  ainsi  deux  equations  ä  deux  inconnuesx  et  y,  qui 
combinees  avec  l'une  des  equations  proposccs,  forment  un  Systeme 
(2)  equivaknt  au  pr emier  :  les  raisonnements,  pour  le  prouver, 
sont  ceux  que  nous  avons  eniploy^s  dans  le  paragraplie  pr6c6- 
dcut.  On  resout  le  Systeme  des  deux  equations  en\  et  y;  et  substi- 
tvant  les  valeurs  trouvees  pour  ces  inconnues  dans  l'une  des  equa- 
tions proposees,  on  obtient  la  valeur  de  z. 

151.  ExEMPLE  I.  Soit  d'abord  ä  rösoudre  le  syst&me 

2x  +  2ij  +  iiZ  =  \9, 
'2x  +  5j/  +  3;f  =  21, 
'Sx-   y+  z=  4. 

Pour  appliquer  la  m6tliode  pröciidente,  nous  devons,  par  exemple,  ddduire  de 
l'une  des  equations  la  valeur  d'une  inconnue,  et  la  substituer  dans  les  deux 
autres.  Comme  on  peut  choisir  l'une  quelconque  des  trois  inconnues,  et  la  d6duire 
de  l'une  quelconque  des  trois  Equations,  il  y  a  neuf  manieres  de  conamencer  le 
calcul ;  on  voit  que  la  plus  simple,  dans  l'exemple  propose,  consiste  ä  prendre 
la  valeur  de  y  dans  la  troisieme  equation,  parce  que  l'on  n'introduit  pas  ainsi  de 
denominateur.  On  obtient: 

y  =  3x  +  z  —  k; 

et,  par  Substitution  de  cette  expression,  les  deux  premiöres  equations  de- 
viennent : 

I  3a;  +  2  (3a;  +  ^  -  4)  +  4;r  =  19, 

9x  +  6z  =  21, 


ou,enrWuisant,  (I7x  +  8.  =  41. 

Ces  Equations,  resolues  par  les  methodes  exposees  (14:5,  14:6),  donnent 

a;=l,  2  =  3. 
Puis  ces  valeurs,  substituees  dans  l'expression  de  y, 
y  =  2x  +  x  —  it, 
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donnent  !/  =  2; 

et  la  Solution  cherch6e  est,  par  coiisequent, 

x=\,  y=2,  z=3. 

ExEMFLE  II.  Seit  encore  ä  rßsoudre  le  Systeme  d'^quatioiis : 
a^ -\-  a'^x  +  ay  -\-  z  ^=  0 , 


b^  +  b^x +  hy  +  z  =  0, 
c^  +  c^x  +  cg  ■\-  s  =^0  ; 

nous  appliquerons  la  seconde  m^thode  (14.6).  Comme  s  n'a  pas  de  coefficient, 
nous  retrancherons  successiveinent  la  premiere  equation  de  chacuno  des  deux 
autres;  et  nous  obtiendrons  les  deux  equalions  nouveiles,  independantes  de  s, 

I  b^  —  a^  +  {b''  —  a-')x  +  [b  —  a)  y  =  0, 
I  c3  — a3  +  {c^—a^}x+  [c  —a)y  —  0. 

Or  la  premiere  de  ces  equations  est  divisible  par  (5  —  o),  la  seconde  par  (c  —  a) ; 
si  Ton  supprime  ces  facteurs,  elles  deviennenl : 

{  b-  +  ab  +  a'^  +  {b  +  a)  X  +  y  =  Q , 
\  c^  +  ac  +  a'^  +  {c  +  a)x  +  y  =  0. 

Pour  les  resoudre,  on  peut  proceder  de  la  meme  manilTe,  et  soustraire  la  pre- 
miere de  la  seconde;  on  obtient  ainsi : 

c2  — i,ä  +  a(c  — b)  +  (c  — &)a!=rO; 

ou,  en  divisant  par  (c  —  b), 

c  +  b  +  a  +  x=:0. 

De  lä  on  tire  :  x  =  —  a  —  b  —  c, 

et,  par  suite, 

y= — b' — ab  —  a^ — [b  +  a)x=^ab  +  ac  -{-Ic. 

Enfin  ces  valenrs  de  x  et  y,  substituees  dans  l'expression 

^  =  —  a^—a^x  —  ay, 
donnent 

X^=^  —  a^  +  a^{a  +  b  +  c)  —  a{ab  +  ac  +  bc)=  —  abc. 

§  III.  Resolution  d'un  nombre  quelconque  d'6quations  du  premier  degr6. 

132.  Regle  generale.  Pour  resoudre  un  nombre  quelconque 
d' equations  renfermant  un  nombre  egal  d'inconnues,  on  peut  deduire 
de  Vune  d'elles  la  valeur  d'une  inconnue,  et  substituer  (140j  cette 
valeur  dans  toutes  les  autres :  celles-ci  contiennenl  alors  une  incon- 
nue de  moins;  et,  en  complctant  leur  Systeme  par  l" equation  qui 
fournit  Vexpression  de  la  premiere  inconnue,  on  obtient  un  Systeme 
equivalent  au  Systeme  propose. 

On  peut  aussi  eliminer  l'inconnue  enlre  Vune  des  equations  et 
toutes  les  autres, par  lamethode  d'addition  et  de  soustraction  (146) : 
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on  oblient  eucore  im  sysihnc  cquivalcnt  (1^0),  cn  joignant  ä  l'en- 
sembli  des  cquations  nouvellcs  Vcqualion  dont  on  s'est  servi  pour 
faire  disparailre  cctte  incontiue. 

Dans  tous  Ics  cas,  la  rcsolution  d'uji  Systeme  de  n  equations  ä  n 
iuconnucs  est  ramcnie  ainsi  ä  la  resolulion  de  (n — 1)  equations  ä 
(n  —  1)  inconnues.  La  resolulion  de  ces  dernibrcs  se  ramtnera  de 
meine  ä  celle  de  (n  —  2)  equations  ä  (n — 2)  inconnues;  et,  en  con- 
tinuant  ainsi,  on  sera  conduit  ä  une  equation  ne  contenant  qu'une 
inconnue. 

Le  Systeme  4quivale7it  au  Systeme  propose  renfermera  alors  n 
equations,  ainsi  composees  :  la  derniere  ne  renfermera  qu'une  in- 
connue, la  (n  —  1)°"  renfermera  cctte  inconnue  et  une  autre,  la 
(n  —  2)"«  contiendra  ces  deux  inconnues  et  une  troisieme....;  enfin 
la  premiere  contiendra  toutes  les  inconnues.  Et  il  est  evident  qu'on 
pourra  risoudre  successivement  toutes  ces  cquations  en  commenganl 
par  la  derniere  et  en  remonlant  jusqu'ä  la  prcmihrCj  et  qu'on  ob- 
tiendra  ainsi  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues. 

153.  ExEMPLE.  Soit  le  systöme 

x  +  2y  +  2x  +  kv  =  Z0,\ 
2x  —  2y  +  bz  —  2v=Z,}  ,j. 


3x  +  4y— 2ä—  v=  1,  i 

4a;—  y  +  6s  —  3v=  8./ 


y+ 

La  premi&re  Equation,  r^solue  par  rapport  ä  x,  donne : 

x=30— 2J/-3Z— 4r; 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  les  trois  autres,  on  trouve : 

7y+     z  +  lOv=  57,1 

2y  +  ns  +  Uv=  89, 1  [2] 

9!/+   6X  +  I9f= 112.1 

De  meme,  la  premiere  des  equations  [2] ,  resolue  par  rapport  ä  g,  donne : 

a=bl  —  ly  —  10v; 
et,  en  substituant  cette  valeur  dans  les  deux  autres,  ona: 

75y  +  97t;  =  o38 


33y4-41i;=230.  I  '■^^ 

^    ..       ,    ,     ,      .,                         230  —  41« 
On  tire  de  la  dermere  j/:«= ^ , 

et  substituant  cette  valeur  dans  la  precedente,  on  a: 

126  r  =  504.  [4] 
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Ainsi  le  Systeme  equivalent  au  Systeme  propos6  est  forme  par  les  equations  : 

rx=30—2y  —  3s  —  iv, 

\z=bl  —  'rj  —  lOv, 

230 -41v 
|y— ^3— ,  [5] 

J26r  =  504. 

Or  la  derniSre  de  ces  equations  donne  v  ^  4.  Cette  valeur,  substituee  dans  la 
prec^ciente,  donney:=2.  Ces  deuxvaleurs,  Substitutes  dans  la  seconde,  don« 
nent  2  =  3.  Et  enfin  ces  trois  valeurs,  Substitutes  dans  la  premiöte,  donnent 
w=  1.  Ainsi  la  Solution  est  x=  1,  y  =  2,  ^=3,  v  =  i. 

154.  Methode  de  Bezoüt.  On  rösout  aussi  les  equations  du 
premier  degre  par  une  autre  methode,  dite  des  coefficients  inde- 
termines,  dont  l'emploi  est  souvent  plus  commode. 

Soient  n  öquations  du  premier  degr6  ä  n  inconnues, 

ax-{-by+cz-\-....       =k,      •, 
aix4-biy-{-CiS+.  ..       =ki,     ( 

• \       ^ 

Ajoutons  ces  6quations,  membre  ä  membre,  apres  les  avoir 
mulüpliees  respectivement,  ä  Texception  de  la  premi^re,  par 
des  nombres  indetermin6sX,,X2,.. .  X„_i;  ilviendra  : 

[2]  X  (a  +  fliXi-1-.  ..+a„_iX„_0  +  y  {b-\-b,\-\-. .  .-f  6„_iX„_0 
-\-z{c-\-Ci\-j-...-{-c„^ln-i)-\--..=k-{-kili-\-.  ..  -f-Ä„_iX„_,; 

et  cette  nouvelle  6quation  peut  (139)  reraplacer  une  des  pro- 
pos6es,  quels  que  soient  les  nombres  Xi,  >2j  •  •  ^n-i- 

Or  nous  pouvons  d^terminer  ces  nombres,  de  mani^re  que 
les  coeflicients  des  inconnues  y,  z,. . .  soient  nuls,  c'est-ä-dire 
que  les  equations, 

t+ftiXl+...+&n-lX„-.l=0,l 

C  +  CiX,  +  ...-|-Cn-lX„_l  =  0,  '  [3] 

soient  satisfaites ;  car  il  suffira,  pour  cela,  de  r^soudre  (n — 1) 
Equations  ä  (n —  1)  inconnues. 

On  r^soudra  d>jnc  le  sys'.Jme  [3]. 

Si  Ton  substilue  alors  dans  l'öquation  [2]  les  valeurs  trouvees 
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pour  A,,  >s,  ...  >„_!,  cctle  oqualion  ne  contiendra  plus  que  laseulc 
inconiuie  oc;  cur  olle  sc  rcduira  i 

x{a-\-a^\-\-...  n„_,X„-.i)  =  Ä-  +  /MX,-l-. .  .+A-„_iX„_,  : 
eile  perinetlra  doiic  d'cn  d6leiinincr  la  valeiir,  qui  sera  : 

a+OiXi+. . .  -|-fl„_,X„_,' 

X  dlant  connu,  le  Systeme  ne  contiendra  plus  quc  (n  — 1)  nicon- 
nues. 

La  m6thode  que  nous  venons  d'indiquer  permet,  comme  on 
voit,  de  r6soudre  n  6quations  ä  n  inconnues,  pourvu  que  Ton 
Sache  r6soudrc  un  syslöme  contenant  une  inconnue  de  moins. 

Comme  nous  savons  iV'Soudre  deux  6quations  k  deux  incon- 
nues, nous  pouvons,  d'apr^s  cela,  r6soudre  un  systöme  de  trois 
(^quations  ä  trois  inconnues;  partant,  un  syst6me  de  qualre 
6quations  ä  quatre  inconnues,  et  ainsi  de  suite.  On  obtiendra 
ainsi,  quel  que  soitle  nombredes6quationspropos6es,  la  valeur 
de  chaque  inconnue. 

155.  MoDiFiCATiON  A  LA  METHODE.  La  m^thodc  des  multipli- 
cateurs  permet,  d'ailleurs,  d'obtenir  directement  chaque  incon- 
nue, Sans  calculer  aucune  des  autres.  II  suffit,  pour  cela,  de 
proc^der  pour  chacune,  comme  on  l'a  fait  pour  x.  Si  i'on  veut 
obtenir  y,  par  exemple,  on  egalera  h  z^ro  les  coefücients  des 
(n  —  1)  autres  inconnues ;  on  trouvera,  en  r6solvant  ces  (n  —  1) 
6quations,de  nouvelles  valeurs  pour  les  ind6termin6esXi,>.,,..X„_,; 
et,  en  substiluant  ces  valeurs  dans  l'^quation  [2],  gn  obtiendra 
une  6quation  en  y,  qui  permettra  d'en  döterminer  la  valeur. 

Les  valeurs  que  I'on  obtient  par  ce  proc6d6  poura;,  y,  z,... 
ne  peuvent  differer  de  Celles  qu'a  fournies  le  premier.  En  effet, 
r^quation  [2]  doit  6tre  v6rifi6e,  quels  que  soient  les  nombres 
Xi,  X,,...X„_i;  il  est  donc  permis  d'y  faire  les  hypotli^ses  qui  an- 
nulent  tous  les  coefficients  moins  un.  Le  second  proc6d6  fournil 
doncla  Solution  demandöe  :  et  comme  cette  Solution  est  unique, 
il  faut  qu'elle  soit  la  mßmeque  celle  qu'on  a  obtenue  par  le  pro- 
c6d6  primitif. 

156.  Exemple.  Appliquons  cette  m6thode  ä  la  rösolution  du  Systeme: 

3a;— 4y+  5z=  9, 

7a;  +  2j/— 10ä=18,  [  [11 

bx  —  6y  —  l^=  6. 
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On  multiplie  la  deuxieme  equation  par  >i,  la  troisieme  par  )2,  et   l'ön  ajoute 
les  produits  ä  la  premiere ;  on  a  ainsi  : 

(3  +  7).,  +  5)5)  x+{  —  ti  +  2),  —6)2)  2/  +  (5  - 10),,  —lbh)s 
=  9+lS)..  +  6>.2.  [2] 

Pour  obtenir  x,  on  6gale  ä  zero  les  coefficients  de  y  et  de  ^;  ce  qui  donne  : 
j_4+   2),-  6),,=0,  <    h-3h=2, 

I      5-lOX, -15).,=0,  {25^1  +  3)2=1. 

En  rösolvant  ces  deux  equations,  on  trouve  ).i  =  l,  ).2  =  —  ^.  On  substitue  ces 

valeurs  dans  l'equation  [2] ;  eile  devient  : 

/^3  +  T-|)  x=9  +  18-2;    d'oü    x=3. 

Pour  obtenir  y,  on  annule  les  coefficients  de  a;  et  de  ^;  on  a  ainsi  : 

3  +   7),  f  5)2=0. 

5  — 10).,  — 15).2=0. 

14  13 

En  r6solvant  ces  deux  Equations,  on  trouve  ),,= -,  ).2  =  — .  On  substitue 

ces  valeurs  dans  l'equation  [2],  qui  devient : 

/     ,      28       78\  _      202  ,    78       ,,   ,  1 

Enfin,  pour  obtenir  ;s,  on  6crit  les  deux  6quations 

1  —  4  +  2)1  —  6)2=0, 
qui,  resolues,  donnent  >,  =— ,  ),2^ — — .    L'equation  [2]   devient,  pour  ces 
valeurs  : 

/,      10  ,  255\         .    ,   18      102       ,,  ,  ii 

(^-26  +  -26J^  =  '+2-6--265     ^'"^     '^l' 

137.  Gas  0^  les  coefficients  des  inconnues  sont  de  grands 

NOMBRES.  Lorsqu'on  a  ä  resoiidre  un  Systeme  dans  lequel  les 

I  inconnues  ont  de  grands  coefficients,  il  est  ordinairement  avan- 

Itageux  d'employerlamöthode  de  Substitution.  ResolYons,comme 

exemple,  le  Systeme  suivant : 

l,2345x  + 1,35791/ +  8,642^  —9,765744  =  0,  [1] 

7,447j:  +  5,225y  —6,336=   —0,611327=0,  [2] 

l,5380x+4,4444!/— 5,6789;; +1,20011    =0.  [s] 

La  premiere  de  ces  equations  donne,  pour  valeur  de  s, 

_      1,2345 +l,357'.i?/  — 9.765744 
'~  8,642 
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Cette  valeur,  8ulistilu(5o  dans  r6quaiion  [2],  donne  : 

7,A47x  +  5,22a!/+G,336X    ^        ^    :  ,.,7 ' '^'"    -0,611327  =  0. 

Ell  multipliant  tous  les  termes  par  le  dönominateur  8,G'i2,  on  oblicnt  : 

64,356974x  +  l^h^'^fMOy—  61,87575'!  +  7,821792a;  +  8,603654t/ 
—  5,283088=0, 

ou  72,17877«  + 53,758lOy— 67,15884  =  0.  [41 

La  m6me  valeiir  de  g,  substitueo  dans  l'^quation  [3],  donnera : 

1  234na;  +  1..S579M  — 9,76T)744 
l,r.380x  +  4,4444y4-5,6789X  '  ^    '^  J^^^      ^'"^  '^^  +  1,20011  =  0; 

d'oü       13,29139r.x  +  38,4085n5y  — 55,458684+  7,010602x +7,7ll378y 
+  10,371351=0, 

c'est-ä-dire  20,30200 «+ 46,1 1988!/ -45,08733=0.  [5j 

La  question  estmaintenant  ramcnSe  ä  la  r6solution  de  deux  dquatiODs  ä  deux 
inconnues  [4]  et  [5].  On  tire  de  l'^qualion  [5] 

_      20, 302.r -45.08733 
^~  46,l!y88 

En  substituant  cette    valeur  de  y  dans  l'^quation  [4],  on  obtient 

72.17877.-  53,7581  X  ^°'^Tn^«r''  "  67, 15884  =  0. 
40,11988 

La  multiplication  par  le  ddnominateur  46,11988  donne 

3328,877«  —  1091 ,397x  +  2423,809  —  3097,358=  0, 

ou  2237, 480x  — 673,549=0. 

673  ^49 
^^^'^  *  =  2-2-3W0=«'3Ö'030 

Pour  trouver  la  valeur  de  y,  on  a  d'abord 

20,302x=   6,11151; 

donc  ^10,08733- 20,302«  =  38,97582, 

38,97582      „  „,, „ 

Si,  tnaintenant,  dansl'equaiion 

^_-      1,'?345«+ 1,35791/  — 9,765744 
8,642  ' 
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nous  subsfituoDS  ä  a;  et  ä  y  leurs  valeurs  numöriques,  nous  aurons 

1,2345x1=0,3716215, 

l,3579y  =  l, 1475586; 
ilonc  9,765744— 1,2345a;-  l,3579i/=8,246564, 

Les  trois  inconnues  sont  donc 

«=0,301030,     t/ =0,8450980,    «=0,9542425. 

Vfirification, 

l,2345a;  =  0, 3716215  \ 

l,3S79y  =  1,1475586  f 

8,642^   =8,2465637  [  W 

9,765744  —  9,765744  =  0.  ) 

7,447x  =2,241770  6,336^  =  6,046080     j 

5,225y   =4,415637  0,611327      (  f2] 

6,657407  6,657407      ) 


l,5380x  =  0,46298414 

4, 4444j/  =  3, 75595355 

1,2U011000 


[3] 


5,4190477.     5, 678lz  =  5, 4190477. 
§  IV.  Simplifications  et  remarques  diverses. 

1S8.  Gas  oü  toutes  les  inconnues  n'entrent  pas  a  la  fois 
DANS  TOUTES  LES  EQUATioNS.  II  peut  amver  que  chacune  des 
6quations  ne  conlienne  pas  toutes  les  inconnues.  Gelte  circon- 
stance  abregele  calcul;  car  on  peut  consid^rer  comme  öiiminde 
d'une  equation  une  inconnue  que  cette  equalion  ne  renferme 
pas.  II  faut  alors  commencer  l'op^ration  par  relimination  de 
l'inconnue  quientre  dans  leplus  pelit  nombre  d'equations. 

Consid^roüs,  par  exemple,  le  Systeme 

^x  —  2x+  u=41,  [1]- 

ly—bX—    (=12,  [2J 

4y  — 3x  +  2w=  5,  [3] 

3y  — 4u-f  3  t=  7,  [4] 

3«  — 5u=ll.  [5] 
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On  voit  quo  t  n'entre  que  dins  deux  dqualions;  on  tirc  donc  de  [2|  : 

et  Ton  subslitue  cctle  valeur  daus  [4],  qui  devient  : 

2/»y  — 155  — 4u=43.  [b| 

En  joignant  cette  uqualioii  [6]  aux  öquations  [I],  [3]  et  [5],  on  forme  un  sy? 
t^me  de  quatre  tiquations  ä  quatre  inconnui's  x,  y,  s,  u. 
Or  X  n'entre  que  dans  les  öquations  [IJ  ut  [3].  On  lire  donc  de  [3J  : 

4y  +  '2M-5.  ., 

et  l^n  substitue  cette  valeur  dans  [1],  qui  devient: 

ny  —  2s+lu  =56. 

En  joignant  cette  öquation  [7J  aux  equations  [5]  et  [G] ,  on  obtient  un  s- 
de  trois  öquations  ä  trois  inconnuesy,  z,  u. 
Comme  y  n'entre  que  dans  les  6quations  [6],  [7J ,  on  tire  de  [7]  : 

25  — 7U  +  56 

y= i2 — '  ' 

et  Ton  substitue  cette  valeur  dans  [6],  qui  devient  : 

11z+18h=:G9.  f> 

Cette  6quation  et  l'equation  [5]  forment  un  Systeme  de  deux  öquations  ä 
inconnues. 

On  tire  de  [51  :  u  = — - — ; 

o 

et,  substituant  cette  valeur  dans  l'öquation  [8] ,  on  a:  ', 

0 

öquation  äunc  inconnue,  d"oü  Ton  tire  :  5=3.       ^  , 

Par  suite,  l'equation  [5]  donne  :  u=2; 

ensuite  l'equation  [7]  donne  :  y  =  4;  '1 

puis  l'equation  [3]  donne  :  x  =  b,  u^ 

et  enfin  l'equation  [2]  donne  :  t  =  l.  3 

139.  Artifices  particuliers.  Jl  arrive  quelquefois  que 
öquations  pr^sentent  une  certaine  sym6trie  par  rapport  aux 
connues;  on  peut  alors  ordinairement  employer  des  proc^a 
plus  e.xp6ditifs  que  les  m6lhodes  generales.  Nous  ne  saurion. 
donner  de  regle  ä  cet  egard;  mais  nous  allons  indiquer,  äl'aide 
de  quelques  exemples,  les  artiüces  les  plus  usites. 
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EXEiiPLE  I.  Soit  le  syst&me 

x  +  y  +  z  +  t=a,  fl] 

y  +  s  +  t+v  =  b,  [2] 

X  +  t+v  +  x  =  c,  [H] 

t  +  v  +  x  +  y=d,  [4] 

;  v  +  x-i-y  +  z  =  e.  [b]  J 

Sil'on  ajoute  ces  cinq  equations  membre  h  membre,  on  remarque  que  chaque 
iconnue  entre  quatre  fois  dans  la  somme;  de  sorte  que,  si  l'on  designe  par  s 
X  somme  des  seconds  membres,  (a  +  b  +  c  +  d  +  e),  on  a  l'öquatioa 

i{x  +  y  +  z  +t  +  v)  =  s, 

""  s 

Vl  x+y+z  +  t  +  v=-.  [6] 

i  la  somme  des  cinq  inconnues  est  d^terminee.   Et,   puisque  chacune  des 
ions  proposöes  contient  quatre  de  ces  inconnues,  il  suffira  de  les  retran- 
successivement  de  l'öquation  [6]  pour  obtenir  chaque  inconnue.  On  aura 
C\     si  : 

v  =  -^-a,     x=-^-b,     y=-^-c,     X=i-d,     t=--e. 

lt.  ^XEMPLE  II.  Calculer  les  longueurs  des  trois  cötes  d'un  triangle,  r.onnaissant 

•^    ^ngueurs  des  droites qui  joignent  chaqup.  sommet  au  milieu  ducoti  opposä. 

esignons  par  a,  b,  c,  les  longueurs  inconnues  des  trois  cötes,  et  par  a,  ß,  y 

)nguears  des  medianes  correspondautes.  La  göom^trie  fournit  immödiate- 

'.  les  trois  6quations  : 


V 


2 


2 
j)      m  ajoute  ces  trois  öquations  membre  ä  membre,  on  a  : 

(         l'on  tire  ais^ment  : 

a'+b2+c^  =  |(a-t-p»+f).  [41 

si  l'on  connait  la  somme  des  carrös  des  trois  c6t6s.  Si  l'on  retranche  main  - 
,iant  I'öqualion  [1]  de  l'öquation  [4],  b'  etc-disparaissent;  et  l'on  a  : 


d'oü  l'on  d6duit : 


a'  =  U'ip  +  2f -«.'). 


Alg.  B.  I'e  Partie. 
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Oll  obliendrait  de  m6me  b*  et  c',  en  relrancliaiil  successivement  les  ^quations 
[2]  et  [3]  de  Tiquation  [4].  Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  qii'on  passe 
de  l'equation  [IJ  ä  l'öquation  ['l],  en  changeant  b' en  c',  c'  en  o',  o'  en  6', 
ft-en  ß';  on  oliliendra  donc  la  valcur  de  5',  cn  appliquant  celte  peruiutaliun 
de  leltres  ü  la  fürmule  qui  ilonne  a' ;  et  l'oa  aura  : 

5'  =  ^(2a'  +  2T'-ß'). 

On  trouvera  de  mfime :  *  r  ^ 

C»=^(2a'+2ß»-T'). 

Les  carr6s  a%  b',  c'  6tantconnus,  los  c6t6s  eux-m6mes,  a,  b,  c  sont,  par  li 
mGme,  dcterminös. 

KxEMPLE  III.  Resoudre  le  Systeme 

,r y z V 

a      b       c      d' 
mx-{-ny  +  p3  +qv  =  k, 

On  a  d^montrS  (93)  que  Ton  a  : 


1 


X      y s V mfe+mi4-pi4-  qv 

a      b       c      d      iHa  +  7i(;  +  pc  +  qd '  '    f> 

or  Je  numeraleur  du  dernier  rapport  est  fc;  donc  on  a:  ,      §^/ 

ak  ■' 


ma  +  nh-\-  pc-\-qd' 

bk 
On  a  de  mSme  y  = ; — r~; ; — 3.  k 


cfc 

ma  +  nb  4-  pc  +  qd* 

dk 
ma+nb  +  pc  +  qd 


§  V,  Des  cas  oü  le  nombre  des  inconnues  n'est  pas  6gal  au  nombre 
des  6quations. 

IGO.  Gas  oü  le  nombre  des  equations  surpasse  celui  des 
INCONNUES.  Soit,  par  cxemp'.o,  un  Systeme  de  trois  equations 
entre  deux  inconnues a;  et  y.  En  resolvant  deuxde  ces  Irois Equa- 
tions par  l'une  des  m^thodes  connues,  on  obtiendra  les  valeurs 
de  a;et  de  ij,  qui  seules  peuvent  v6rifier  le  sj'sleme.  Mais,  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  que  ces  valeurs  salisfassent  ä  la 
troislenie  6quation.  Sicelie  condilion  n'est  pas  remplie,  le  Sys- 
teme est  impossible. 


X 
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rsx+nj=n, 

Par  exemple,  le  Systeme:      Ibx — 2y  =  l, 
\8x+   y  =  12, 
est  impossible,  puisqu'ea  rösolvant  les  deux  premieres  Squations,  on  trouva 
x^=l,  y  =  2;  et  que  ces  valeurs,  substituees  dans  la  derniere,  conduisent  ä 
riiiipossibilitö,  10  =  12. 

En  general,  si  Ton  donne  (in-{-p)  ^quatioris  entre  m  incon- 
nues,  on  pourra  resoudre  m  de  ces  ^quations,  et  obtenir  ainsi 
les  valeurs  qui  seules  peuvent  verifier  le  Systeme  ;  mais  il  faudra 
que  ces  valeurs,  substituees  dans  les  p  equations  restantes,  les 
verifient :  sinon,  le  systäme  sera  impossible. 

Si  les  coefficients  des  inconnues,  ou  quelques-uns  d'entre  eux, 
sont  des  lettres  dont  la  valeur  n'est  pas  determinöe,  les  valeurs 
obtenues  pour  ces  inconnues  seront  des  formules  depenJant  de 
ces  lettres;  et  lasubstitution  de  ces  formules  dans  les  p  equa- 
tions restantes  fournirap  relations,  qui  exprimeront  les  conditions 
necessaires  et  süffisantes  que  devront  remplir  les  coefficients  lit- 
t^raux,  pour  que  le  Systeme  soit  possible.  On  donne  ä  ces  rela- 
tions  le  noni  d'equatiüns  de  condüion. 

X  +  y=2a, 

X  —  y  =  2b, 

2x+3y=  a  +  2h, 

3x  +  4y~2a  +  3&  — 1. 
Les  deux  premi&res  equations  donnent  x=a  +  h,  y:=a  —  b;  et  ces  valeurs, 
substituees  dans  les  deux  derniöres,  fournissent  les  equations  de  condition, 

)5a  —  6  =  a  +  25 , 
7o— &=2a  +  3b— 1; 
desquelles  on  tire  :  a=Z,  b^4. 

Si  l'on  admet  ces  valeurs  de  o  et  de  b,  le  Systeme  est  possible,  et  la  Solution 
est : 

x=T,  y=— 1. 

16i.  Gas  ot  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des 
Equations.  Soit,  parexemple,  un  Systeme  de  deux  Equations 
entre  trois  inconnues  x,  y,  z.  Si  l'on  regarde  une  des  inconnues, 
z  par  exemple  ,  comme  connue,  la  resolution  du  sysieme  four- 
nira,  comme  valeurs  de  o?  et  de  y,  deux  formules  qui  contien- 
dront  z.  On  peut  donc  donner  k  z  des  valeurs  arhilraires;  et 
pour  cliacune  d'elles,  les  formules  fourniront  ])0ur  x  et  pour  y 
des  valeurs  correspondantes.  Le  Systeme  admcUra  donc  un  nombre 
infmi  de  Solutions.  On  voit  alors  qu'il  est  indetermini. 


Ainsi,  soit  le  Systeme  : 
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En  gönöral,  si  Ton  donnc  ??j  öqualions  onlre  (m-|-p)  incori- 
nucs,  011  ponrra  cotisidi'Ter  comme  coniuicspdc  ccs  inconniics, 
et  r»^sou(lre  Ics  7/1  (''(jualions  p.ir  nipport  aux  m  autrcs;  on  ob- 
tiendra,  pour  valeui  s  de  ccs  m  incoiinues,  m  fortnnics  contenanl 
Ics  p  premiörcs,  On  pourra  donc  donricr  ä  ccs  p  iiiconnuestelles 
valcuis  que  l'oii  voudia;  et  Ics  lürimilcs  fuiiniiruiit  les  valciirs 
correspondantes  des  aulres.  Le  s\  steine  est  donc  ind6termin6. 


ExEMPLE,  Soll  le  Systeme :      1 


2r  +  3y  — /lÄ— 3<=6, 
x—-iy  +  32  —  V=2. 


re 


On  r^sout  par  rappoit  ä  .t  et  ä  y,  en  faisant  passer  dans  les  seconds  membres  les 
termes  en  z  et  en  t,  On  trouve  ainsi  les  deux  formules  : 

!\8  —  z  +  m 
'  = i '  \ 

2  4-10:  — (  i 

Si  Ton  pose  arbitrairement ,  z=2,  t  —  l,  on  trouve  x=l^,  y=3. 
§  VI.  Des  cas  d'impossibilitfe  et  d'ind6termination. 

1G2.  Gas  D'iMPOSsiBiLiTifi.  Lorsque  le  riotnbre  des  inconnues 
est  6gal  üu  nombre  des  6quiitions,  il  arrive  quehiucfuis  que  les 
metbodes  de  rösolulion  conduisent  ä  des  r6sultats  conliadic- 
toires. 

9r  — 12y=6,  1 


[i 


l'Soitlesyst&me.  1 21:r-28j/  =  15. 

Appliquons  la  m6thode  d'addition  et  de  soustraction  (146)  :  pour  elirainer  y, 
multiplions  la  premiere  ^quation  par  7,  et  la  secondc  par  3;  il  vient : 

63x  — 84?/=42, 

63a;— 84y=45;  ^ 

dquations  6videmment  incompatibles,  puisque,  en  les  soustrayant  l'une  de  l'autre, 

on  aurait : 

0=3. 

Le  Systeme  propose  est  donc  impossible;  et  l'impossibilitö  se  manifeste  par 
cette  circonstance,  que  l'eliminatioii  d'une  inconnue  fait  disparaltre  l'autre,  de 
Sorte  qu'il  ne  reste  plus  qu'une  cgalite  entre  deux  nombres  iu6gaux. 

|2x— 3j/  +  4js=7, 
3a;— 2j/+   s  =  8, 
Ux—9y+lz=ZQ. 
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Ein  climiuant  ^,  d'abord  entre  les  deux  premieres  öquations,  puis  entre  les  deux 
lernieres,  on  obtient  les  deux  equations, 

[  lOr  — oy  =  25, 

j  lux  — 5y=26, 

jui  sont  evidemment  incompatibles.  Le  Systeme  est  donc  impossible;  et  l'im- 
Dossibilite  se  manifeste  par  cette  circonstance,  qu'en  61iminant  z,  on  obtient 
leux  6quations,  dont  la  diffcrence  conduit  encöre  ä  l'egalitö  absurde  :  0=^1. 

105.  Gas  d'ind6termination.  II  arrlve  aussi  parfois,  qu'en 
esolvant  un  Systeme  dYquations,  on  rencontre  des  egalitesqui 
)nt  lieu,  quelles  qua  soient  les  valeurs  des  inconnues. 


1°  Soit  le  Systeme  :  | 


91a;  +  63y  =  217, 
65a;  +  45j/  =  155. 


M  l'on  cherche  ä  eliminer  y,  en  multipliant  la  premi^re  ^quation  par  5  et  la 
econde  par  7,  on  trouve  : 

45nx  +  31oy=:1085, 

45.5a;  +  315y=1085, 

iquations  identiques.  Ainsi  les  deux  e'quati  ns  proposees  rentrent  Vune  dans 
autre.  On  n'a  donc,  ä  proprement  parier,  qu'une  seule  6quation  ä  deux  incon- 

lu-s  :  et  le  nombre  des  solutions  est  infini  (161).  Onvoit  que  rindetermination 
e  manifeste  par  cette  circonstance,  que  l'^limination  de  l'une  des  inconnues  fait 

lisjiaraltre  l'autre,  et  qu41  resie  une  identite  :  0=0. 

/   2x— 3y  +  4z=  7, 

2°  Soit  le  Systeme  :  |    2x—2ij+  z=  8, 

lila;— 9!/  +  7z=31. 

Jeümination  de  z  entre  les  deux  premieres  equations,  puis  entre  les  deux  der- 
lilres,  conduit  aux  deux  equations, 

lOi— 5y=25, 
I0x—by  =  2b, 

[ui  sont  encore  identiques.  Comme  ces  deux  dquations,  combinees  avec  l'une 
le»  tnis  premieres,  forment  un  Systeme  äquivalent  au  Systeme  propose,  on  voit 
luon  n'a,  en  röalite,  que  deux  6quations  ä  trois  inconnues.  Le  systöme  est  donc 
ndi'termine  ;  et  l'indöiermination  se  manifeste  encore  par  cette  circonstance, 
[ue  Telimination  de  deux  des  trois  inconnues  conduit  ä  une  identitö. 


I.  R6soudre  le  syst&me  : 
On  trouve  :  x  = 


EXEnCICES. 

x  +  ay=b, 
ax — by  =  c. 

b'^  +  ac  ab  — c 

a'  +  b'  ^  ~a''  +  b' 
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{a  —  h)x+{a  +  h)y=:e, 


II.  RisuuJrc  le  Systeme .      ,,  ,     ,„,    .    v     j 

Onlrouvo:  «=rr( r  — <^)  i       !/  =  .T7(c ttI- 

'2b\a—b       )         •'     2b\       a  +  b/ 


HI.  Resoudre  le  Systeme  : 


\x      y         ' 


On  prenJ  -  et  -  pour  inconnues  auxiliaires,  ctl'on  trouvo: 

ap — bq'  bp  —  aq' 

IV.  Resoudre  le  sy.st&me  : 
(o»— b')(5j  +  3y)=2o^(4a  — &), 

db^c 

„    ,  ab  ab 

Ontrouve:  x=~^^,  y=^zry 

V.  Resoudre  lesystbme:    f    v/y-V:^Ö=x=V^^, 

(.3  V'iU— a:=2  V;/— rr. 

Ontrouve:  x=16,  y  =  25. 

Ia;— y  +  2  =  0, 
(a  +  6)x  — (a  +  c)i/  +  (b  +  c)Ä=0, 
af^x  — acy +  l)C^  =  l. 
On  trouve : 

_  1  _  1  1 

^— (a— c)(ö— c)'  *"'~'(a— 6)(6— c)'  ^— («— b)  (o— c)* 

[  o^  +  a^x  +  a'y -f  oz  +  u  =  0, 

&*  +  b^x  +  b^y  +  bi  +  u=0, 

c*  +  c^x-\-c'^y  +CZ  +w=0, 

[d'>  +  d'x  +  d'y  +  dz  +  u=0. 

Ontrouve:  x  =  —  {a  +  b  +  c-\-d),  y=:zab  +  ac-\-ad-\-ic  +  bd-^-cdt 

g  =  — {abc-\-abd  +  acd  +  bcd),  u=abcd. 


VII.  R6soudre  le  Systeme  : 


:-)"+(i)"+('e)"='- 


VIII.  Resoudre  le  Systeme  :  ^  o"  +  b"  +  c''=d'', 
"  y"  jf"*  . 

et  61iminer  o,  b,  c,  entre  ces  equations. 
Oa.ou.e:    e)-=(|)-,       (1)"=^.      ©■=(!)• 

et  x~''  +  y'^  +  ;i^^=d"^. 
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IX.  Resoudre  le  Systeme  :    {1,1,1 1 

et  calculer :  ax'  +  by^  +  afl. 


On  trouve 


X jrz  , 

VO 

^~       Tb      ' 

!ax-\-m{y-\-z-\-v)=.  k, 
by  +  mi,z  +  v  +  x)=l, 
cz  +m(v+x  +  y)=p, 
dv+m{x  +  yi-z)=q. 

On  cherche  d'abord  la  somme  s  des  inconnues  : 

kih-Tn)(c-m)(d-m)+!(^a-mXc-m)(d  m'+p{a-'m)ib-m)(d-m)+q{a-m)ib-m](c-rn) 

i,  '  myjb-m)(c-mXd-mj+m[,b-m!  c-Tn):^d-rn)-h  a-m)c-m){d-m)-hia-m)b-m){d-m)-i-'^a-nj)^b-m'}{c-m)] 

r,  .  k — ms  l — ms  p  —  ms  q — ms 

Puis  on  a  :      x= ,         yz=- ,         z=-- ,         v=^ . 

a  —  m'         "     b  —  m  c—m  d—m 


CHAPITRE  V. 

RESOLUTION  DES  PROBLEMES  DU  PREMIER  DEGRE. 

164.  La  r^solution  d'un  probleme  comprend  trois  parties 
disliuctes  :  1°  la  mise  en  equation;  2°  la  resoliUion  des  cquations^ 
3»  la  discussion  de  la  Solution. 

On  dil  qu'un  probleme  est  du  premier  degre,  lorsque  Ton  est 
conduit,  pour  le  r6soudre,  ä  des  equalions  du  premier  degre. 
Nous  avons  appris  ä  trouver  les  Solutions  de  ces  sortes  d'6qua- 
tions  :  nous  n'avons  donc  ä  nous  occuper  malntenant  que  de  la 
premiere  et  de  la  troisiöuie  parlie* 
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§  I.  De  la  mise  cn  öquation, 
lOS.     RfcGLE  POUR  LA  MISE  EN    6QUATI0N  d'UN  PROBLEME.  NoilS 

avons  (It'ja  clit  (t5i>),  qu'il  i-st  impossihlt'  de  donnci',  pour  obte- 
nir  Irs  ^(|uatioiis  d'im  |)r()l>li'm(',  une  irfilecoiiiplt'tcment  gene- 
rale :  on  se  boriie  ordinaireinenl  ä  rindiealion  snivante. 

Apres  auoir  etudid  avec  soi7i  Vcnonr6  du  probleme,  on  represente 
par  Ics  lettres  \,y,...  les  nombres  dont  la  connaissance  fournirait  ta 
solulio7}  :  on  indiqiie  siir  ces  lettres  et  sur  les  donnees  la  scrie  des 
Operations  que  l'on  devrait  effecluer,  si,  apres  avoir  trouve  les  valeurs 
des  inconnues,  on  voulait  verißer  quelles  satisfont  ä  toutes  les  con- 
düions  del'enonce.  Ces  calculs  de  verificalion  conduisent,  en  gdne- 
ral,  ä  des  resuitals  qui  doivent  etre  egaux  ;  en  ^galant  les  formules 
qui  representent  ces  resullats,  on  obtient  les  equalions  du  probleme. 

Monlrons  par  des  exemples  comment  on  applique  cetter^gle. 

IGG.  Probleme  I.  Un  rdservoir  plein  d'eau  peut  4tre  vidi  par  deux  robinets 
A,  B,  d'indgalc  grandeur.  On  ouvre  le  rohinet  A,  et  Von  fait  couler  le  quart  de 
l'cau.  Puls  on  ouvre  le  robinft  B,  et  on  les  laisse  couler  tous  les  deux.  Le  riser- 
voir  ackere  de  se  vider;  et  il  emploie,  pour  cela,  cinq  quarts  d'heure  de  plus  que 
le  premier  A  n'a  mis  de  trmps  pour  vider  le  quart  de  Veau.  Si  l'on  eAt  ouvert 
les  deux  robinets  des  le  commencement,  le  rdservoir  eüt  6t6  vidi  un  quart  d'heure 
plus  tot.  On  demande  combicn  de  temps  il  faudrail  au  rubinet  A,  s'il  itait  seul 
ouvert,  pour  vider  le  reservoir. 

Soit  X  le  nombre  d'heures  employees  par  le  robinet  A  pour  vider  seul  le  rd- 
servoir. 

Pour  en  vider  le  quart,  le  robinet  A  emploie  un^temps  -. 

Pour  vider  les  trois  autres  quarts,  les  deux  robinets,  ouverts  ensemble,  em- 

X      5 
ploient  ua  temps  t  +  7  • 

4 
Par  suite,  pour  »ider  le  röservoir  entier,  ils  emploieraient  les  -  de  ce  temps, 

X  ,  5 

""3  +  3- 

D'un  autre  cote,  le  temps  total  employ6  dans  l'expörience,  pour  vider  d'abord 

le  premier  quart  ä  l'aide  de  A,  puiö  les  trois  autres  quarts  ä  Taide  de  A  et  B,  est 

4+(4  +  4J'     °"2+4- 

Puisque  ce  temps  est  sup6rieur  d'un  quart  d'heure  ä  celui  qu'auraient  employö 

X     5 
A  et  B  ouverts  ensemble  des  l'origine,  c'est-ä-dire  ä  --f- ,onadoncr6quation: 

»     5_a;     5_1 
3"^3~2"^4     4' 
qui,  r^solue ,  donne :  x^k\ 
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Verificalion.  Le  tempsemploy^par  le  robinet  A,  pour  vider  le  quartdu  r^ser- 
\  iir,  est  1  heure  :  par  suite  le  temps  employö  par  lesdeux  robinets,  pourvider 
J  'S  trois  autres  quarts,  est  1*'  +  |'',  üu  f'  .  et  le  temps  qu'ils  emploieraient  ;i 
vider  le  röservoir  entier  est  les  4  de  "  d'heure  ou  3  heures.  D'un  autre  cöte, 
(laus  re\perieiice,  le  röservoir  a  et6  vid6  en  1''+  f',  ou  eii  ä*"  1/4;  l'expörience 
a  donc  dur6  \  d'heure  de  plus,  comme  l'exigeait  l'6nonc6. 

IG«.  Probleme  II.  Un  renard,  poursuivi  parun  lexricr ,  a  60  sauts  d'avance: 
il  en  fait  9,  pendant  que  le  leincr  n'en  faxt  que  6;  inais  3  sauts  de  h'vner  va- 
hnt  7  sauts  de  renard.  Combien  le  leirier  fera-t-il  de  sauts,  avant  d'atteindrc 
le  renard  ? 

Soit  X  le  nombre  de  sauts  que  fera  le  lüvrier,  avant  d'atteindre  le  renard. 

Puisiiue  irois  sauts  de  levrier  valent  sept  sauts  de  renard,  x  sauts  de  levrier 

Ix 
vaudront—  sauts  de  renard  :  premiere  expression  du  chemin  (evalue  en  sauts 

de  renard),  qua  doit  parcourir  le  lövrier. 

D'un   autre    cöt6,  pendant  que  le  levrier  fait   G  sauts,  le  renard  en  fait  9  : 

9j; 
ilonc,  pendant  que  le  Mvrier  faitx  de  ses  sauts,  le  renard  fait  -^  des  siens,  et, 

9a; 
fiuisque  ce  dernier  a  60  sauts  d'avance,  60  +  — -  est  une  seconde  expression  du 

chemin  (övalue  avec  la  möme  unite) ,  que  doit  faire  le  levrier, 

7a;  9a; 

On  a  donc  l'öquation  :  -—  =  60  +  — , 
o  0 

lui,  rösolue,  donne  :  «  =  72  sauts. 

Virification.  Les  72  sauts  de  levrier  valent  |  de  72  ou  168  sauts  du  renard. 
Or,  pendant  que  le  levrier  en  fait  72,  le  renard  en  fait  108j  et  ces  108  sauts, 
ajoutös  aux  60  sauts  que  ce  dernier  a  d'avance,  complötent  bien  les  168  sauts 
de  renard,  chemin  du  levrier. 

168.  Probleme  III.  On  demande  de  trouver  un  nomire  de  quatre  chiffres, 
sachant :  1°  que  le  chiffre  des  centaines  est  igal  ä  la  somme  du  chiffre  des  uni- 
Ics  et  de  celui  des  dizaines;  2°  que  le  chiffre  des  dizaines  est  egal  au  double  de 
la  somme  du  chiffre  des  mille  et  de  celui  des  unites  ;  3°  qu'en  divisant  le  nom- 
bre pari  a  somme  de  ses  chiffres,  ona  pour  quotient  109  etpour  reste  9;  4°  qu'en- 
fin  en  retranchant  le  nombre  du  nombre  forme  avec  les  m&mes  chiffres  ranges 
'lans  l'ordre  inverse,  on  obtünt  pour  reste  819. 

D6signons  para;,y,j!r,  v  les  chiffres  des  unites,  des  dizaines,  des  centaines 
et  des  mille.  La  premiere  condilion  donne  immödiatemeut  l'^quation, 

!l=  x  +  y,  [1] 

et  la  seconde,  i/  =  2v  +  2a;.  [2] 

Le  nombre  cherchö  a  pour  valeur  IGOOi;  +  100^+  lOy  +  a; :  donc  la  3"  condition 
donne  l'iquation  : 

1000i;+100*  +  10y  4-a;=109  (x  +  y+»  +  v)  +  9.  [3] 
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Enfiii  l;i  quatriime  condition  fournit  l'^quation  : 

lOOOx+lOÜy  +  lOX  +  i'— (1000ü  +  lÜOi+10!/  +  a!)=819.      [k] 

Avant  de  rcsoudrc  ce  syslime  de  qualre  6qualions,  on  simplifie  les  dcux  der- 
niöres,  qui  se  röduiscnt  k 

90v—     x—\\y—  12x=l,  [3] 

111X+ lOy— 10*— lll«=9l.  14] 

On  ^limine  d'abord  x  entre  [1],  [3]  et  [4],  et  Ton  trouve  :  ^ 

99v  — 12j/  — 13j;  =  1,  [5]  V 

lOlx— lllv=9l.  [6] 

Puis  on  ^limine  y  entre  [2]  et  [5],  ce  qui  donne  : 

751'  — 371  =  1.  f7| 

Enfin  on  ^limine  x  entre  [6]  el  [7]  :  et  Ton  trouve ; 

v=l; 
et,  parsuite,  a;=2,    y=&,    J?=8. 

Le  nombre  cherchö  est  donc  18G2. 
La  v6rificalion  se  fait  immödialement. 

16ü.  II  arrive  parfois  que  les  condilions  d'^galitö,  donnöes 
par  r6nonc6,  paraissent-surabondanles. 

Probleme  IV.  Vn  pere  partage  son  Mrüage  entre  ses  enfants  de  la  maniere 
suivante  :  ü  donne  au  premicr  tme  somme  a  et  la  n"'°partie  du  reste  :  il  donne 
au  second  une  somme  2a  et  la  «""^  partie  de  ce  qui  reste,  apres  le  prüevement 
de  ces  sommes  :  il  donne  au  troisicme  une  somme  3a  et  la  a'^  partie  de  ce  qui 
reste.  Et  ainsi  de  suite.  II  arrive  que  l'Mritage  est  enliercment  pariage,  et  que 
tous  les  enfants  out  rccu  des  parts  egales.  On  dcmande  la  valeur  de  Iherilage, 
le  nombre  des  enfants  et  la  pari  de  chacun  d'eux. 

D6signons  par  x  la  valeur  de  l'Mritage. 

La  partdu  premier  enfant  est : 

,  X — a  x+{n — l)a 

a  -\ ,     ou      — — '—. 

n  n 

11  reste  pour  les  autres  : 

x+(n  —  ])a  (n— 1)   jx  —  a) 

X  — ,         ou       . 

n  n 

Le  second  enfant  prend  d'abord  2a. 
II  reste  alcrs  : 

(n— 1)    (x  —  a)      „  (n— 1)  a;— (3>i  — 1)  o 

• — ^ -  —  2a,     ou     ^ ■ — . — i '• — , 

n  n 

La  part  du  second  enfant  est  donc  : 

„      ,    (?i- 1)  a;- (3n  — 1)  a  (n  — 1)  a;+ (2/i'  — 3n+ I)  a 

2  a  +  ■ ■ 3-1 i— ,        ou     ^ ■, -^— ^  • 

n'  '  n^ 
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Puisque,  d'apr&s  l'enonce,  les  parts  doivent  Stre  6gales,  on  aura  requalion  : 
x-if-  (n—l)a_  (n— 1)  3-4-  C2n^-  3?i+  1)  a 
n  ~  n' 

Ln  rösolvant  celte  6quation ,  on  trouve  : 

a;  =  (71—1)2  a. 

Comme  nous  n'avons  employ6,  pour  trouver  la  formule  de  l'herilage,  que  les 
expressions  des  deux  premieres  parts,  il  est  ne'cessaire  de  calculer  leurs  valeurs, 
et  de  constater  qu'elles  sont  Egales  ä  celles  doiit  Texpression  n'a  pas  servi,  puis 
de  döterminer  !e  nombre  des  enfants.  Or,  la  part  du  premier  est  : 

x  +  {n—\)a               {n—\ya+{n—l)a  ,        .. 
—,       ou ! '—,     ou       n  — 1)0. 

La  part  du  second  est  : 

(n— 1)  x  +  (2n''  —  3n+\)  a_  (n  — l>^a  +  C2"'— 3n  + 1)  o 

(«.3  — ji')  a 
=  - r-^-=('i— 1)  a- 

La  part  du  troisiöme  est,  d'aprös  l'enonce  : 

„      ,   x—2(n  —  1)  a  — 3a      x+{n  —  l)a       , 

3aH i = i —=:  (n— 1)  a. 

n  n  ' 

Et  l'on  verrait  de  m§me,  que  toutes  les  parts  sont  6gales  ä  (n  —  1)  a. 

En  divisant  la  valeur  de  Theritage  par  la  part  d'un  enfant,  on  aura  le  nombre 
des  enfants.  Ce  nombre  est  donc  (n — 1). 

Et  l'on  reconnait  que  toutes  les  conditions  de  l'enonce  sont  remplies. 

170,  Emploi  d'inconnues  auxiliaires.  Lorsque  r6nonc6  d'un 
Probleme  ne  permet  pas  d'apercevoir  ais6ment  les  relations  qui 
doivent  exister  entre  les  donnöes  et  les  resultats,  on  peut  quel- 
quefois  faire  usage  di'inconnues  auxiliaires^  que  l'on  61imine 
ensuite  entre  les  eqnations  qui  les  renferment.  En  voici  un 
exemple,  tir6  de  YArithmäique  universelle  de  Newton. 

Probleme  V.  II  a  fallu  n  bceufs  pour  manger  en  tjours,  l'herbe  cfunprä, 
dont  la  surface  est  a,  ainsi  que  Celle  qui  y  croissait  vniformement  pendant  ce 
tsmps.  II  a  fallu  n'  bceufs  pour  manger  en  l'  jours,  Vherbed'un  autreprc',  dont 
la  surface  est  a',  ainsi  quecelle  quiy  croissait  uniformement pendant  cetcmps. 
On  demande  comhien  il  faudra  de  boeufs,  pour  manger  en  b  jours,  l'herbe  d'un 
troisieme  pr4,  dont  la  surface  est  a,  ainsi  que  Vherbe  qui  y  croit  uniformement 
pendant  ce  temps. 

On  suppose  que  la  hauteur  de  l'herbe  6tait  la  mßme  dansles  trols  pres,  avant 
l'introduction  des  boeufs;  et  on  la  designe  par  y  :  on  suppose  encore  que  l'al- 
longementde  l'herbe,  en  un  jour,  est  la  mfime  pour  les  trois  surfaces  ;  eton  la 
repr6sente  par  z  :  y  et  ü  sont  des  inconnues  auxiliaires.  Soit,  d'ailleurs,  x  le 
nombre  des  boeufs  ä  introduire  dans  le  troisiJ;me  pro. 
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Puisque  la  hauicur  do  Therbc,  dans  le  premier  pro,  crutt  cliaque  jour  d'une 
quaniiltS  s,  son  accroissement,  poiir  t  jours,  scra  ts;  et  la  liautcur  totale  de 
Thcrbe  serait  y  +  t3,aiil)0ut  dece  leaips.  Parsuile,  le  volume  total  de  celieherbe 
est  o  (y  +  Ix).  Or,  cctle  quantitö  est  maiipöe  par  n  bcBiifs,  on  l  jours  :  doiic  un 
seul  boeuf,  en  un  jour,  en  mange  une  quantite  repr6sent6e  par  l'expression 

a  (7  +  t^) 
nl 

11  est  Evident,  que  las  quantitös  mang^es  par  un   boeuf,   en  un  jour,  dans  le 
second  et  dans  le  troisiüme  pro,  sonl  respectivement 
a'i'J  +  t'z)  a(y  +  Oa!) 

7i't'      '  rrö 

Comme  ces  quantites  doivent  6tre  6gales,  on  a  ainsi  las  equations  : 

a(y-rts)  _  a'in-^rl'z)  __  o(v_-M£). 
nt  n't'  bx 

On  tire  d'abord  de  la  premiöre  y  cn  fonclinn  de  z;  et  l'on  t.-ouvo  : 

(an' — a'n]t('z 
a'ni — an'tf 

Puls,  on  remplace  dans  la  seconde 

a(y+  tz)  _g(t/  +  ez) 
nt        ~       fix       ' 

y  par  cette  va'eur  :  %  disparatt  de  lui-m6me;  et  l'on  trouve  enfia 

_a.  [  an'l'{!i—t)  +  a'ntjt'  —  6)  ] 
aa'o(f' — t) 

Newton  donne  l'application  numerique  suivante  : 

a  =  3  -  arpents,  (  =  4  semaines,  n  =  12  bceufs, 

a'=\0  t'=  9  n'=2l 

a  =24  8  =  18  «=36. 


§  II.  De  la  dlscussion. 

171.  Ce  que  c'est  que  discuter  une  SOLUTION.  Lorsqu'on  a 
mis  un  prohleiiie  en  equalion,  et  qu'on  a  resolu  le  Systeme  ainsi 
obtenu,  la  Solution  convient  aux  equations,  ämoiiis  qu'elle  ne 
se  presente  sous  une  forme  illusoire  dont  nous  parlerons  plus 
loin.  Mais  cette  Solution  ne  convient  pas  toujours  au  prohl^me 
pos6.  II  peut  arriver  en  effet,  que  cerlaines  condilions,  impos6es 
aux  inconnues  par  la  nalure  de  la  question,  mais  non  repro- 
duites  par  les  equations,  rendent  le  problöine  impossible.  Etu- 
dier  les  causes  de  celle  impossibilit6,  c'est  disculer  la  Solution. 
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Lorsque  les  donnees  sont  repr^sentees  par  des  Icttres,  et  que, 
par  suite,  les  valeurs  des  inconnues  sont  exprim^es  par  des  for- 
muks,  il  peut  arriver  que  le  probleine  ne  seit  possible  qu'autanl 
que  les  valeurs  des  donnees  sont  renfermees  entre  certaines 
limites.  Delerrniner  ces  limites,  en  dehors  desquelles  il  y  a  im- 
possibilite,  c'est  discuter  la  Solution. 

Enfin,  etudier  toutes  les  circonslances  remarquables  que  peu- 
vent  presenter  les  formules,  entre  les  liniiles  determin6es  par 
la  discussion,  c'est  encore  discuter  la  Solution. 

üonnons  quelques  exemplcs  : 

192.  PROBLeME  VI.  Dans  une  societi  de  \0 personnes ,  on  a  fait  une  coUecte 
Tpour  les  pauvres  :  chaque  homme  a  donne  6  francs,  chaque  femme  a  donne 
4  francs.  La  somme  totale  recueillie  est  de  kb  francs.  On  demande  combien  il  y 
avait  d'hommes,  combien  de  femmesf 

Soient  x  eXy  les  nombres  d'hommes  et  de  femmes.  On  a  d'abord  : 

a;  +  j/=zlO. 

Puisque  chaque  homme  a  donn6  6  francs,  x  hommes  ont  donnö  6x. 
Puisque  chaque  femme  a  donnö  4  francs,  y  femmes  ont  donne  4y.  Donc  on  a  : 

6x  +  4t/  =  45. 

En  rösolvant  ces  deux  ^quations,  on  trouve  : 

»=2i,         y  =  l\. 

DiscüSsioN.  Cette  Solution  fractionnaire  est  la  seule  qui  convienne  aui  §qua- 
ti-ons  :  d'ailleurs,  ces  6qualions  sont  la  traduction  fidele  et  complete  de  l'enonce. 
Donc  le  probleme  ne  saurait  avoir  d'autre  Solution.  Mais,  la  nature  de  la  ques- 
tion  ex!ge  que  la  Solution  soit  composie  de  nombres  entiers :  puisque  les  nom- 
bres trouves  sont  fractionnaires,  le  probleme  est  impossihle. 

US.  PRonLfeME  VII.  Une  personne  emploie  un  ouvrier  pendant  13  journees 
d'ete,  et  lui  retient  sur  son  salaire  22  francs  pour  quelques  degdts  quü  a 
causes.  Une  aulre  fois,  eile  emploie  le  meine  oxivrier  pendant  17  journees 
d'hiver ;  eile  lui  donne  par  jour  2  francs  de  moins  que  pour  une  journe'e  d'et^; 
mais  eile  ajoute  d  son  salaire  28  francs  pour  le  recompenser  de  son  zele. 
Chaque  fois,  l'ouvrier  a  recu  la  m&me  somme.  On  demande  le  prix  d'unejour- 
nee  d'ete. 

Soit  X  ce  prix;  {x  —  2)  sera  le  prix.  d'une  journee  d'hiver. 

La  premiere  fois,  l'ouvrier  a  recu  (13i  —  22). 

La  seconde  fois,  il  a  recu  17  (o;  — 2)  +28. 

On  a  donc  l'equation  : 

17(a;— 2)+28  =  13a;— 22. 

En  la  r6soIvant,  on  trouve:  xr^ — 4. 

Discussion.  Cette  Solution  negative  verifie  l'equation,  et  la  vörifie  seule.  La 
Probleme,  dont  cette  equation  traduit  l'enonce,  ne  sauraitdonc  en  avoir  d'autre. 
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Or  la  nature  de  la  queslion  exyie  qne  la  Solution  seit  un  nombre  posilif; 
putsque  ce  nombre  est  ncgatif,  le  probleme  est  impossible. 

1  J'l.  PnoBi.EME  VIII.  Trourcr  nn  nombre  de  dcur  chiffrcs,  tel  que  le  quadruple 
du  Chiffre  des  unite's  snrpasse  d'une  unitö  le  tnple  du  cliiffre  des  dizaines;  et 
qti'en  reiraucliant  de  ce  nombre  le  nombre  renversd,  on  ait  36  pour  teste. 

Soient  x  le  chilTre  des  dizaines  et  y  le  chifTre  des  unitös  :  on  a  dvidemment 
les  öqualions: 

hli  —  3x=   l,  1 
\Qx  +  y  —  \0y—x=26.  ) 

En  rösolvant  ce  Systeme,  on  trouve: 

a;=:17,        y  =  13. 

DiscussioN.  Cette  Solution  ent'ere  et  positive  est  la  seule  qui  vfirifie  les  t-qua- 
lions.  Le  probleme  n'en  peut  donc  pas  admeltre  d'autre.  Mais,  la  nature  de  la 
queslion  exige  que  les  dcvx  7iombres  chcrche's  soient  plus  pelUs  que  10  :  puis- 
qu'ils  depassent  cette  limitey  le  probleme  est  impossible. 

Ges  exemples  sufliscnl  pour  montier  que  la  solulion  d'un 
systbme  d'6qu;itions  peut  ne  pas  convenir  au  probI6me  qui  l'a 
fourni,  parce  qu'ellcne  rcinplit  pascertaines  condilions  impo- 
sees  aux  inconnucs,  conditions  qui  ne  sont  pas  tbrmcllement 
^crites  dans  les  ^quations.  Mais  ce  n'est  lä  qu'un  des  points  de 
vue  sous  lesquels  on  peut  erivisager  la  discussion  des  problemes. 
II  en  est  un  autre  beaucoup  plus  iinporlant :  nous  voulons  parier 
des  Solutions  negatives  et  de  leur  Interpretation. 


§  III.  Des  Solutions  negatives  des  probl&mes  du  prämier  degt& 
k  une  inconnue. 

173.  Solutions  negatives  des  equations.  II  n'y  a  aucune  re- 
marque  ä  faire  sur  les  nombres  negatifs  que  l'on  rencontre 
comme  Solution  d'une  ou  de  plusieurs  6quiilions.  Ges  nombres, 
Substituts  aux  inconnues  et  traites  conformöment  aux  Conven- 
tions, rendent  le  premier  membre  de  chaque  6quation  egal  au 
second.  Mais  lorsque  les  inconnueS  repr^sentent  des  grandeurs 
ä  däterminer,  il  semblequc.  les  Solutions  negatives,  n'exprimaut 
aucune  grandeur,  doivent  6tre  consid6rees  comme  un  sym|)tönie 
d'impossibilile,  et,  par  suite,  rejotecs  comme  iii.idmissibles. 
C'est  en  cffet  ce  qui  aurail  lieu,  si,  dans  la  mise  en  equation,  on 
pouvait  toujüurs  cxprimer,  d'une  mani^re  generale  et  pour 
lous  les  cas,  les  conditions  du  probleme  propose.  Mais  bien 
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souvent  il  n'en  est  pas  ainsi;  et  les  Solutions  negatives  peuvent 
trouver  alors  une  Interpretation  qu'il  estiinportant  d'etudier. 

176.  Gonsidörons  d'abord  une  ^qualion  ä  une  inconnue  : 

ax-\-b  =  a'x-{-b'.  [1] 

j      Supposons  qii'en  la  resolvant,  on  ait  trouve,  pour  Xy  une  va- 
I  leur  negative  —  « ;  cela  signifie  que  Ton  a  l'^galitö  : 
a(— a)  +  6  =  a'(— a)4-&', 
c'est-ä-dire,  5  —  aa  =  b'  —  a'a; 

par  consequent,  x  =  -{-ct  est  Solution  de  l'equation  : 

b — ax  =  b' — a'x.  [2] 

Si  Ton  compare  les  6quations  [1]  et  [2],  on  voit  qu'elles  ne 
difi^rentque  par  le  signe  des  terines  qui  conliennent  l'inconnue. 
Theoreme.  Tonte  sollt  Hon  negative  d'une  equation  du  premier 
degre  ä  une  inconnue,  etant  prise  posilivement,  salisfait  donc  ä  une 
•Equation  que  Von  obtient,  en  changeant,  dans  la  premiere,  le  signe 
des  termes  oü  figure  Vinconnue. 

177.  Remarque.  II  arrive  souvent,  comme  nous  allons  le 
inontrer,  que  cette  nouvelle  Equation  correspond  ä  un  pro- 
i)leme  peu  dilTerent  du  propose,  et  quelquefois  ä  ce  probleme 
lui-meme,  enlendu  dans  un  sens  plus  g6n6ial;  o?i  obtient  alors 
la  Solution  du  probleme  moiifie  ou  generalise,  en  prenant,  avec  le 
signe  -\-,la  valeur  negative  trouvee  pour  Vinconnue. 

Une  pareille  remarque  ne  peut  etre  d6veloppee  d'une  ma- 
iiiere  generale;  il  est  essentiel  d'etudier,  ä  pari,  son  apj)lication 
dans  chaque  ({Ut-stion  particuliere.  G'est  ce  que  nous  allons  faire 
dans  les  problemes  suivants. 

178.  Probleme  IX.  Deux  mobiles  M  et  N,  qui  suivent  une  ligne  droite,  partent 
o'''  deux  poinis  A  et  B,  situ^s  ä  une  distance  d  Vun  de  Vautre  (A  ä  gauche ,  B  d 

loite);  ils  marchent,  dans  le  mSme  sens,  de  gauche  ä  droite,  avec  des  vitesses 

•A  v'.  Apres  combien  de  temps  se  rencontreront-ils  ? 

Soit  X  le  temps  cherch6 ;  le  premier  mobile,  dont  la  vitesse  est  v,  parcourt  un 
espace  v  dans  l'unite  de  lemps,  et  par  suite  ,  dans  le  temps  %,  il  parcourt  vx;  le 
second,  pendant  le  möme  temps,  parcourt  l'espace  v'x.  Puisqu'ris  partent  en 
möme  temps,  il  faut,  pour  qu'ils  se  rencontrent,  que  le  premier  ait  parcouru  un 
espace  d  de  plus  que  le  second;  on  doit  donc  avoir  l'equation  : 

vx  —  v'x-=-d;  [1] 

d 
d'oi  Ton  d^duit :  x-=. ;. 
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DiscüssiON.  Si  V  est  plus  grand  quer',  cette  valcur  de  x  est  pos'tive  et  fournit 
la  Solution  demanilüe.  Mais  si  t'  est  inoiiidre  quc  r',  cctfc  Solution  est  nögative. 
Tour  rinterpicter,  rein.irquons  quo,  prise  positivement,  eile  satisfait,  en  vertu  / 
du  thöorime  (176),  ä  l'^quatioii : 

f'x  — f.r  =  d.  [2] 

ür  cette  6quation  exprime  Ävidemment,  qui;  le  chcrain  parcouru  par  ie  mobile  i 
N  surpasso  de  d  !e  chemiii  parcouru  par  le  mobile  M ;  et  cette  condition  röpond  ! 
Ji  la  (]uesiiün  suivante  :  • 

En  supposant  que  les  deux  mobiles  soient  en  inarchc  depins  un  temps  indi- 
l'mi,  combien  y  a-t-il  de  temps  qit'ils  se  sont  renconlres  P  Cur,  dans  cette  hypo- 
ihfse,  la  rencontre  a  eu  lieu  ä  gauche  de  A. 

Si  donc  on  veut  donner  cette  exlension  au  problemc,  la  valeur  nögatire  de  x 
exprime  un  temps  di'jd  tftou/t?. 

Oll  comprend  li'ailleurs  que,  si  l'on  a  v<v',  le  mobile  M,  qui  est  en  arriere 
du  moinle  N,  et  qui  va  moins  vite  nue  lui,  ne  pourra  pas  le  rencontrer  ult6rieu- 
rement,  mais  qu'il  a  du  le  rencontrer  avant  I'^poque  actuelle. 

1 J9.  PROBi.feME  X.  Les  dges  de  deux  indiridus  sont  &  et  h;  apres  combien 
de  temps  Vage  du  premier  sera-t-il  double  de  celui  du  second? 
Soit  I  le  temps  cherchtS;  l'öquation  du  problöme  est  6videmment : 

a  +  x  =  2{b  +  x);  [11 

et  l'on  en  döduit:  x=:a  —  2b. 

DiscussiON.  Si  a  est  plus  grand  que  Ib ,  cette  valeur  de  x  est  positive,  et  fait 
connaltre  la  Solution.  Mais,  si  a  est  moindre  que  2b,  cette  Solution  est  negative; 
prise  positivement,  eile  satisfait  alors  (1?C)  h  l'equation, 

a—x=^2  {b—x);  [2] 

qui  correspond  evidemment  ä  la  question  suivante  : 

Combien  y  a-t-il  de  temps  que  Vdge  du  premier  individu  itaii  double  de  ce- 
lui du  second  ? 

Si  l'on  accepte  cette  extension,  la  valeur  negative  de  x  exprime  encore  un 
temps  icouU. 

Remarquons  que  le  rapport  actuel  des  deux  äges  est  t;  si  donc  il  est  plus  grand 

que  2  (si  a>  2b),  comme  il  va  en  diminuant  ä  mesure  que  le  temps  s'6coule,  il 
arrivera  une  6po(iue  od  il  deviendra  6gal  ä  2  :  c'est  le  cas  de  la  Solution  positive. 
Au  contraire,  s'il  est  actuellement  plus  petit  que  2  (si  a<2b),  comme  il  se 
rapproche  toujours  de  l'uniti^,  il  ne  sera  jamais  egal  ä  2  dans  l'avenir  :  il  n'y  a 
doiic  pas  de  Solution  dans  ce  sens.  Mais  si .  en  meme  temps,  a  est  superieur  ä 
b,  il  y  a  eu  une  ^poque  oü  le  rapport  des  äges  a  el6  egal  ä  2  ;  c'est  cette  6poque 
qu'indique  la  Solution  negative. 

Ajouions  que,  si  a  est  införieurä  b,  le  probleme  n'a  6videmment  pas  de  So- 
lution ;  et  l"on  voit  qu'en  effet  h  formule  x=:.2b  —  a,  applicable  ä  ce  cas,  donne 
äx  une  valeur  plus  grande  que  h,  qui  nest  pas  acceplable. 

180.  PROBLfeME  XI.  On  donne  sur  une  droite,  deux  poinis  A  et  B  :  le  premier 
est  situd  ä  gauche  d'un  point   0,  ä  une  dihtance  a,    et  le  second  est  situe  ä 
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droite,  ä  tine  distance  h.  Delerminer,  sur  cette  ligtie,  un  troisieme  point  X,  tel 
qu'cn  i)reiiant  le  milieu  M  de  BX,  puü  le  tters  de  AM,  d  parlir  de  A,  le  point 
ddtirinine  coincide  avec  le  point  0. 


J ' I I 

0  X  a  B. 


Supposons  qiie  le  p'iint  che-^chö  X  snii  pl;ic6  ä  droite  du  point  0. 
Soit  X  la  disiance  OX,   que  iious  prenons  pour  inconnue.  Comme  on  a  i\i- 
(lemineut,  d'apres  la  Cgure  : 

5  =  OM  4-  MB 


X  =  OM  —  MX 
et  que  MB  =■  MX,  il  en  resulte  : 


0M  = 
AM  =  a 


•2      ' 

b  +x 


2 
Mais  d'apres  renonc6,  AM  =  3A0  ^:  3a. 

II  en  rösulle  T^quation  : 

h  +  X 
3o  =  a  4-  -^  :  flj 

d'oü  Ton  deduit :  x  =  4a  —  b. 

DiscussiON.  Si  b  est  plus  petit  que  4a,  cette  valenr  de  x  est  positive,  et  donne 
la  Solution.  Mais,  si  4o  est  nmiii'lre  que  b,  la  Solution  est  negative;  piise  po- 
silivemeat,  eile  satisfaii  douc  (IJG;  ä  röquaiion  : 

b  —  X 
3a  =  a+-j-.  [2] 

Or  cette  equation  est  celle  ä  laquelle  on  est  conduit,  en  supposant  le  point  X 
plac6  ä  nne  distance  x,  k  gauche  du  point  0.  Car,  eu  faisant  la  figure  pour  cette 
hjpothese,  on  trouve  aisement  : 

(  b  =  OM  +  MB,  .  b  —  T.  b—x 

d'oü    0M=^-— -,     et    AM  =  a+^--— ?; 

|x=MX  — OM;  2      '  2     ' 

b  —  x 
donc  3a  =  a  H — -  .  [2] 

Ilfpsulte  de  lä,  que  la  valeur  negative  de  x,  fnurnie  par  l'equatinn  [I],  doit, 
dann  cc  cas,  6ire  porttie  dans  unsens  oppo^i  a  celui  que  Von  avait  supposö  dans 
la  rnise  en  equation. 

löl  Remarque.  II  nc  f.uit  pas  croire  que  les  solulions  n6jra- 
tivcs  siiitcipielent  toiitcs  anssi  naliirellcinenl  que  ]e^  proc6- 
deriies.  On  ne  doit  pas  inrMne  Mt'iii'rncr,  d'iirie  inaniere  gotu'iMle, 
qu'une  valeur  ivgntice,  Irouvce  pour  un  temps  ä  venir^  cxprime  un 
temps  pisse;  ni  ipie  les  lomjaeurs  negnlivcs,  ä  porler  sur  wie  ligne, 
a parlir  (Taue  orir/hie  fixe,  do'wml  loujuurs  elre  comptees  en  scns  op- 
Alg.  B.  P«  Partie.  9 
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posc  ä  cdui  quicorrespond  aux  vokurs  positives.  !1  on  esl  cppcndant 
ainsi  dans  la  plupail 'l('sc;is;i'l  iioiis  allons  cii  doiiiicr  la  raison. 

182.  POUROUOI  L  ON  DOIT  COMPTER  DaNS  LE  PASSK  LES  V ALEURS 
NEGATIVES  DU  TEMPS.  Su|)|)0-()I1S  (|llt!,  X   (lösigliaill    Ic   liIMpS  qui 

doil  s'öcooltT  dt'piiis  r6pO(|uc  aciudle  jusqn'fi  uii  ccrliiiii  6v6ne- 
mcnl,  Ol»  ail  Irouvö,  pour  rt'viiialion  d'un  probläme  : 

B+Ax  =  B'4-A'x.  [1] 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  ti?tnps  qui  doif  s'(icoulerh  pirtirde 
l'epoquo  acluellc,  oti  avait  eher  che  le  lenips  (pii  doit  söeouleräi 
pailir  d'unc  öpoque  anlerieuro  de  t  annees  ;  si,  par  exeniple, 
ou  av  lit  pris  pour  incoiuiiie  la  date  de  l'6veneiiicut,  eii  nom- 
manl  Xi  ce  lemps,  on  aurail  6videininent : 

Xi=:t-\-x;     d'oü    x=^Xi  —  t; 
et,  par  suite,  au  lieu  de  r^qualion  [1],  on  aurait  cu : 

ß  +  A(a:,  — 0  =  B'  +  A'(a;i-0;  [2] 

et  ce  serait  lä  l'^quation  du  probl^me,  si  Ton  prenait  Xi   pour 
inconiiue. 

Sui»posonsque  la  valeur  de  o?,,  que  Ton  cn  deduit,  s'>it  posi- 
tive, Miais  moindre  que  t,  et  ^gale,  par  exemple,  ä  (f  —  a) ;  on 
aura,  en  la  substiluant  dans  l'^qualion  [2],  regalilö  : 
B  — Aa  =  B'  — A'a; 

par  QU  Ton  voit,  que  l'equation  [1]  a  pour  Solution  :  x  =  —  a. 

Une  Solution  negative,  \= — «,  trouvee  pour  Cequalion  [1],  si- 
gniße  donc,  que  l' evenement  est  postericur  de  (t  —  a)  annees  ä  une 
epoqiie  nnterieure  de  t  annees  ä  l'epoque  actuelle,  c'est-ä-dire  qu'il 
precede  de  a  annees  l'epoque  actuelle. 

183.  Remarque.  L'6quafion  [1]  estconstruife,  parhypothöse, 
pour  des  valeurs  positives  dex:  par  coiis6querit,  l'eiiualion  [2] 
est  conslruite  pour  des  valeurs  de  a;,  plus  ^randes  que  t,  c'est-ä- 
dire  pour  des  öpoques  posl6rieures  ä  l'epoque  achielle.  En  ap- 
pliqnaiit  cetle  derniöre,  coinine  nous  l'avons  (äit,  ä  une  6poque 
anlerieiire,  nous  avons  fall  une  hypotliese  qui  ponrrait  n'etre 
pas  adiiiissible.  Le  raisonnement  pr6cedent  n'est  donc  pas  tout 
a  fait  genöral. 

184.  POURQUOI  l'oN  doit  COMPTER,  EN  SCNS  CONTRAIRE  DU  SENS 

convenu,  les  valeurs  negatives  des  distances.   Supposons 
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maintenant  qiie,  x  designnnt  la  dist.ince  ä  porter  sur  une  li^ne, 
a  partir  d'uri  poim  donneO,  et  dans  une  ct-rlaine  direclion,  ä 
Iroite  par  exeinple,  oii  ait  Irouve,  pour  öquation  d'uii  prubleme, 

B+Aa;  =  H'4-A'a;.  [1] 

Si,  au  licu  de  chercher  la  distance  du  point  inconnu  ä  l'ori- 
^ane  donnee  0,  ori  avait  cherch6  sa  distance  rr,  ä  une  origine  0', 
situ6e  ä  gauclie  de  la  preiniöre,  ä  une  distance  d,  on  aurait  eu  : 

a?!  =  d  -|-  07,     ou    x=^Xi  —  d  \ 

■t,  par  suite,  au  lieu  de  l'equation  [I],  on  aurait  eu,  pour  6qua- 
ion  du  Probleme  : 

B+A(rr,— rf)=B'4-A'(x,  — rf).  [2] 

Supposons  que  cette  equalion  fournisse  pour  Xi  une  valeur  po- 
sitive, mais  mo  ndre  que  d,  que  je  represente  par  (d  —  a) ;  pour 
avoir  ki  posilion  X  du  point  cherche,  il  faudra  d'abord  porter  la 
distance  d  ile  0'  en  0,  puis  porter  en  sens  coritraire  la  distance 
X  de  0  en  X.  Le  point  clierche  sera  donc  ä  gaucbe  du  point  0,  et 
ä  une  distance  a  de  cette  origine.  Or,  en  substituant  ä  Xi,  dans 
i'equalion  [2],  sa  valeur  {d  —  a),  on  a  : 

B  — Aa  =  B'— A'a; 

d'oü  il  resulte,  que  l'equation  [1]  a  pour  solulion  :  a;= — a. 

Une  Solution  neyative  \= — a,  trouvce  pour  l'equation  [I],  si- 
ynifie  donc,  que  le  point  cherche  est  sitae  ä  gauche  du  point  0,  et  ä 
une  distance  a  de  cette  origine. 

18o.  Remarque.  Nous  remarquerons,  comme  au  n°  183, 
que  le  raisoiuienient  precedent  n'est  pas  tout  ä  fait  general ;  il 
suppose  (\uc  requalion  [2],  qui  est  construite  pour  les  poiuts  si- 
tues  ä  droite  du  point  0,  puisqu'on  l'a  deduitede  I'equalion  [1], 
s'applique  aussi  aux  points  situes  h  gauche.  Or  cela  n'a  pas  tou- 
jourslieu;  et  nous  en  donnerons  un  exeinple. 

186.  PnoBLfeME  XII.  Un  chemin  de  fer  prend  0' ,  10,  par  tonne  ftparkilnmetre, 
vour  le  transport  des  marchandises;  im  paye,  en  outre,  un  droit  fixe  de  3',  75 
par  wagon  de20Q0liüogrammes.  A  quelle  distance  peut-on  transporter  bOlonnes 
pour  3  fr.  ? 

Soil  x  la  distance  cherch6e. 

50  toanes  coirespondeat  k  25  wagons;  le  droit  fixe  k  payer  est  donc  de 

3,75x25. 
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Kl)   outre,  pour  lo  transport  ä   la  dislaiico  x,  le  droit  proportioiinel  est 
O.IOXäOX». 
L'('qualion  du  problöme  est  donc  : 

3,15X2ö  +  (0,10x50Xx)=3;  |1] 

tl,  en  la  rcsolvant,  on  trouve  :    a-r=  —  18, 15. 

Diskussion.  Celle  valeur  ne^itive  nc  si{,'nifie  ici  absolumont  rieii.  Car  les  prix 
du  trans|i<)it  ilc  f)()  loiries,  ä  18^.15,  d  ilroite  ou  ä  gniche  ilu  poinl  de  df'parl, 
sont  pxacleinent  les  mömes;  pnr  suiie,  si  le  poinl  rheroh6  se  lioiiv.iit  ä  f;au  he, 
ä  IS*",  l.i.comme  seinble  1  indi  luer  la  Solution  nögalivi-,  il  y  en  aurait  un  antre, 
situe  ä  droile.  ä  la  meine  dislance;  et  l'öqu  tion,  (]iii  est  c  m-lruiie  pour  ce  cas, 
fournirait  las  »lution  x=-\-  18,15.  On  reconnait,iraillpiirs,  d  pnon,  que  le  Pro- 
bleme est  inipossible  ;  car  le  drot  fixe,  etam  3',75x2.i.  ost  sup6ri-ur  au  prix 
total  que  l'on  devrail  poier,  pour  ce  di"it  et  pour  le  irans|iurt. 

On  i)eut  s'assurer  que,  d  ns  ce  cas,  le  niisonneiuent  du  n"  1 84:  est  cn  düfaut. 
En  eflel,  supjios^ns  que,  les  50  tonties  devaiit  etre  portecs  vers  la  droit",  on 
preiine  pour  origine  un  point  O  siiue  h  urie  distance  d,  ä  gauciie  du  point  de 
depart;  la  dislance  x,  du  point  clierclie  h  celle  origine  sera  (x  +  d);  et  Ion 
aura  a5=:a;i  —  d.  L'6quation  du  pruLlöme  ilevicndra  dune  : 

3,7ix25  +  0.10xfi0xia:, -d)=3.  [2] 

Si  celle  6quation  (qui  est  construitc  pour  le-;  points  situös  ä  droile  du  point  de 
döpat,  puisqu'on  l'a  döduite  de  l'eqiiaiion  [1])  etail  applicable  aux  poims  snucs 
ä  g^uche,  ie  raisonnement  (18  1)  poinrait  etrp  conliniie,cl  une  valeur  de  Xi, 
poswive,  mais  moindre  que  d,  co^rp^^ponll^ail  effectivement  ä  un  point  silu6  ä 
gauche.  Wals  rc>|ualion  |2]  ne  convieiit  nuilemeiit  au  cas  du  Iransport  edectu'': 
vcrs  la  gauche.  Dans  ce  cas,  eri  eilet,  le  cliemin  pircouru  doit  ßU'e  reprcsent6 
pard  — Xi;  et  11  faul  prendre,  pour  eijuation  du  probleme,  requalion 

3,75x25  +  0, I0x50x(d—a;,)=3,  [2J 

qui  differe  de  l'equatlon  [2]. 

§  IV.  Introduction  des  nombres  ncgatifs  dans  l'dnoncö  d'un  probljme. 
187.    AVANTAGES   DE   CETTE   INTRODUCTION.    II    est   quoltpiefois 

avnr»tag(Mix  d'iniroilniro  des  iiumhies  iieyalil's  d.ins  les  dutiii(''es 
meines  d'uiie  (iiieslion.  Pour  inonlrcr  coiniiienl  on  poul  y  6tre 
conduil,  el  de  (luelle  nainre  est  l'avanlage  qu'on  y  liouvc,  nous 
rcpifiidrons  le  prubleine  du  n°  170. 

Dem  rnnbüex  M  et  M',  snirerä  la  drnile  AA',  en  marchant  dans  le  mSme  rens 
AA'  :  M  pari  de  A  nrec  la  rite^-ne  v,  rn  mnne  teiiips  ijue  M'  pari  de  A'  avec  la 
vilrxsp  v'.  Apres  cnrnhicn  de  trmps  se  reiia»ilrenl  ils? 

En  nomaiant  x  le  temps  incoiinu,  el  d  la  liislance  AA',  on  a  trouve  l'^quaiion 

vx  —  v'x=d. 
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On  a  vu,  qtie  cette  6(]uition  fournit  la  «olution  flu  prol'leme,  lors  meme  quer 
est  müiniJre  que  i',  pourvu  qie  Ton  regarde  la  valeur  negative  de  x  comme  re- 
prösent^nt  un  temps  dejä  eioule. 

I'our  gen^raliser  ericore  davaniag°,  supposons  que  les  deux  mobiles  ne  mar- 
chent  pas  toi.s  deux  dans  la  direction  AA'  :  on  peut  consi  lerer  trois  cas  dis- 
tincts. 

1"  Le  mobile  M  marche  vers  la  droite,  et  le  mobile  M'  vers  la  gauche; 


A' 

ils  se  renconfrent  entre  A  et  A',  apr's  avoir  parcouru,  Tut  ^x  et  l'autre  \fx;  et 
par  consequent  rcqualion  du  problume  e-t ; 

vx->rv'x-=d. 

2°  M  marche  vers  la  gauche,  M'  vers  la  droite ; 

♦-  -• 

I 1 

A  A' 

Les  mobiles  ne  se  rencontreront  jama's;  mais  en  rommant  x  le  temps  dcoul6 
depiiis  leur  rencontre  entie  A  et  A',  ils  auroiit  parcouru,  Tun  uj  et  l'autre«'*, 
quand  ils  seronl  arrives,  Tun  en  A  et  l'autie  en  A'.  On  aura  donc  : 

vx-\-v'x=id. 

3°  Enfin,  si  l'on  suppose  que  les  mobiles  marchcnt  tous  deux  vers  la  gauche, 


la  rencontre  aura  licu  ä  gauche  de  A;  et  Tequation  du  probleme  sera,  dans  ce 
cas:  v'x — rxrzzd. 

Les  6quations  relatives  aux  quatre  cas  sont  donc,  en  r6sum6  : 

vx—i:'xz=.d,  quani  M  et  M'  marchent  vers  la  droite; 

vx-\-v'x^=d,  quand  M  marche  vers  la  droite,  M'  vers  la  gauche  ; 

vx  +  v'x^d,  quind  M  marche  vers  la  gauche,  M'  vers  la  droite;  «  designe 

alors  un  temp-»  dejä  ecoule; 
v'x  —  vxz=zd,  quand  M  et  M'  marchcnt  vers  la  gauche. 

Or,  ces  quatre  equations  peuvent  se  reduire  ä  une  senle,  ce  qui  est  6videm- 
mentun  avantage,  si  roiiconvientde  lepröse.iter  par  des  nombres  iiögaiifs  ( — t;), 
( — v' )  les  vite-sesd  rig6es  vers  la  gauche.  Ü'apres  cetle  Convention,  il  laut,  en 
etTet,  rem;  lacei  dans  la  secoiide  des  6qu;itions.  i-dessus,  v'  |ar  ( — e'j :  dms  la 
troisiönie,  v  par  ( —  vj;  datis  la  qualrieme,  v  par  ( — v),  v'  [lar  ( —  </).  De  plus, 
dan»  la  iroisiime,  oü  l'iuconnue  desigue  un  lemps  ecoul6,  11  laut  reaiplacer  « 
par  (—X). 

Les  Equations  deviennent  toutes,  par  ces  sub^titutions  : 

vx — v'x=:d; 
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en  sorlc  que  la  füimulo,  x= r, 

'  v  —  v"  j 

que  Ion  cn  dcduit,  convicnl  ä  tous  les  cas. 

Aiusi,  ravnntage  que  Voi  rclirc  de  rintro'lvction  des nombres  ni~ 
gatifsdans  les  dunnces  d'unr  qwstion,  estderdduire  ä  une  seule  les 
iqnal'uins  qiii  correspondenl  aux  dtffennts  cas  du  problenie,  et,  par 
suiic,  de  n'avüir  ä  considcrer  qu'une  seule  formule  pour  les  rd- 
soudre. 

§  V.  Dos  Solutions  negatives  des  problömes  du  premier  degrö 
ä  deux  incG.'uiues. 

183.  Nons  n'avons  consi(J6r6,  jiisqu'ä  prösent,  qiic  los  Solu- 
tions netralivos  Ibnrnies  par  une  (^'quation  ?i  une  inconnuo.  Lc 
cas  de  plusieurs  6(pialions  donne  lieu  ä  des  reinarcpies  enliere- 
meiil  semblables.  Supposons  (|u'en  rcsolvanl  le  syslöme  : 

ax-\-by  =  cA 

a'x  +  b\j  =  c\)      •■  ■' 

on  ait  trouvö,  pour  l'une  des  inconnues,  ou  pour  toutos  les  deux, 
des  valeurs  ne<;alives.  Soient,  par  exetnple,  x=a,  7/  =  — ß.  Oes 
valeurs  satisluisunt  aux  (^-qualions  [1],  on  aura  les  6f^ulites : 


aoL  —  b^  =  c, 
a'ix—b'^=c'\ 


[2] 


et  par  cons6quent,  les  valeurs  x  =  <x,  ^=  ß,   sallsfont  au  Sys- 
teme : 

ax—by  —  cA      ^^. 

a'x  —  b'y=^c'.) 

Ainsi,  en  prennnt  positivement  la  Solution  negative  y^  —  ß, 
nn  t^ali-f.iil  ä  uii  sysfeine  qui  dit'före  du  pro[)Ose  par  le  cliange- 
nerit  de  signe  des  tennts  en  y.  On  verrait  de  n)eme  que,  si  la 
valeur  de  x  6l;iil  negative,  on  pourrail  la  preridre  avec  le  signe  -f-, 
pourvw  qu'on  clian;:eät,  dans  les  6qualiuns  proposöes,  les  signes 
de  tous  les  leruies  en  x. 

Theoreme.  En  generale  lorsqu'en  resolvant  un  Systeme  d'equa- 
tions,  on  trouve  pour  qv,elqves-unes  des  inconnues  des  valeurs  ni- 
galives,  on  peut  prcndre  toutes  les  valeurs  des  inconnues  avec  le 
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signe  +;  elles  sontalors  I es  Solution.':  d'itn  nouveau  Systeme,  lequel 
ne  diffcredusysicme  propose,  qae  pur  le  changtment  de  signe  des 
termes  qui  conticnnent  les  incormues  dont  les  valeurs  sont  negatives, 

189.  Remapque.  Les  6quations  nouvelles,  auxquelles  satisfont 
les  valeurs  ii^fiatives  des  inconnues  prises  posilivement,  cor- 
resyuijid«  ii'  qnelquctbis  ä  iin  [jrobleme  peudifleient  du  propo?6, 
ou  ä  c»'  pi(  b  «nie  lui-menie,  eiitcridu  dans  un  scns  plus  prnö- 
ral.  Oll  obtu'hl  alors  la  Solution  du  problßnie  modifi^  ou  gene- 
ralisö,  rn  prenant,  avec  lo  signe  +,  les  valeurs  negatives  Irou- 
v^es  ponr  Irs  iticoniiues.  Mus  cette  rcmarquc,  comuie  dans  le 
cas  des  ö(pi;i(i.,n.=  ä  une  nuonnue,  ne  peut  6ire  developp6e  qua 
6ur  des  quesiions  particulieies. 

Considcrons,  par  exeinple,  le  probl^ine  suivant. 

iOO.  PioBLfiME  Xill.  Un  reservoir,  de  caparite  v,  est  rempli,  dans  vn  temps  t, 
par  n  robi'  eis,  rersont  chucvti  la  vieme  quantile  d'eau,  et  par  la  pluie  tombce 
uniformem' nt  sur  un  initdont  la  svifoceest  s.  L'n  autreriservair,  de  <apacite\', 
est  rempli,  dnns  le  temps- 1',  par  n'  rohinets  semblablts  uux  pricedents ,  et  par 
\a  pluie  tumhnnt  uhifurmement  sur  un  toii  s'  avec  la  nJme  intens^te  que  surle 
toit  s.  Ueduire  de  ces  dvnnees  la  quaniiie  d'eau,  x,  versee  par  chaque  rohinet 
dans  Vu'-iie  de  temps,  et  la  qunniiie  y  rers^e  par  la  pluie,  pendant  chaque 
unite  de  temi  s,  sur  chaque  vnite  de  surface  de  tnit. 

Pu'squ'un  roliinel  verbe,  dans  i'uniie  de  temps,  une  quantitö  d'eau  egale  kx,n 
robinets.  dans  le  lemps  t,  veiseront  nxt. 

La  pluie  ver>arit,  dans  l'unite  de  temps,  une  quanlite  d'eau  egale  k  y,  sur 
l'unite  df  suiface,  verseia  dans  le  temps  t,  sur  la  surface  s,  une  quautitö 
d'eau  syt;  on  auia  donc  l'equalion  : 

nxt  +  syt=:v.  .  [1] 

En  exprimantque  le  second  reservoir  est  rempli  dans  le  temps  t',  on  aura  de 

meme  i'equauün  : 

n'.rt'+«'yt'  =  r';  [2] 

et  les  ^quations  [1]  et  \1]  permettront  de  calculer  x  et  y. 

Supposoiis  mainienani,  qu'en  les  rcsolvani,  on  trouve  ponr  x  une  valeur  po- 
sitive a,  et  pniir  y  une  valeur  nf^gatne —  ß.  U  faudia  en  conclure  (•»»],  que  leg 
valeurs  x=^a,y  —  ^  saiisfont  aux  öquation-.  : 

inxl  —  st/f  :=r, 
n'xt'  —  s'y<'=^v', 

Ces  ^qiialiOTis  corrpspondent  ä  un  rrohl&me  qui  dilT^re  du  proposö ,  en  ce  qua 
Ja  pluie.  (|Ui  irmplil  Us  r^seivor-;,  doitelie  rtmplacee  par  une  cause  lui  leur 
enleve  unei|uai  tilo  d'eau  proporlionnelle  au  l^nips  et  ä  la  surlacö;  par  exemple, 
par  Tövaporaiion  du  liquide. 
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Si,  nu  contraire,  on  trouvait  poiir  x  une  valeur  negative,  cette  valeur,  priso 
posiiivemeiil,  satisferail  aux  «S(iii;ilioiis  : 

siii  —  nxt  =  V, 
1,'tjl' — n'xl'=  v*. 

Ces  6qualions  corre<;ponfient  ä  un  prohleme  qni  diTöre  du  proposö,  en  ce  que 
les  roliint'ts  <|ui  vtr.senl  de  IVaii  da'  s  les  reservoirs ,  doiveni  Gtie  F'  mplacis  par 
un  noriihre  6gal  de  cniises  qni  en  enlc^ent ;  par  exemple,  par  des  orilices  ou  par 
des  pumpe*,  enlevanl  une  quaniii6  a;  d'eau  par  unii6  de  leuips. 

191.  Remarques.  Les  remarques  f;iifes  (IC2,  10'<),  au  sujct 
des  \aleuis  n('';i.iiives  Ironvöos  poiir  im  teiiips  ou  pour  une  lon- 
gueiir,  s'.ippliciucril  s.ins  tiiodilicalion  au  cas  oü  les  6qualions 
conlicnutnl  plus  (l'utu'iiiconiiue. 

AjouloMS  qn'il  y  a  d'aulies  «^lanflcurs  que  los  longueurs  et  les 
tcmps,  qni  pcnvent  (^tre  anssi  complees  en  denx  sens  opposc^^s. 
Ainsi,  les  li'nipi'ralurcs  au-dessns  on  an-dessons  de  zero,  lesla- 
titudcs  (^eograplii(pies  on  cölosles)  boreales  ou  ausirales,  les 
forccs  altraclives  ou  repulsives,  I'actif  ou  le  p.issif  d'nn  n6,i;o- 
cianl,  snnl  des  grandeurs  snsct-pliljles  d'ötre  represeut6es  par 
des  nondjres  posilits  ou  n^galifs, 

Rfmar(|Uons  enfin,  en  lernunanf,  qn'il  nVst  pas  n(^cessairc 
d'inirodnirc  les  nonihres  nög^alit's  dans  l'enoncö  des  problenies; 
on  esl  libre  de  faire  ou  de  ne  pas  faire  ces  Conventions.  M.iis  51 
l'on  veut  generaliser  les  formules,  cesl-ä-dire  si  l'on  veut  quune 
seule  el  unique  formule  represenle  la  soluiion  d\m  probthne  dans 
tous  les  cas,  ces  convetubiis  soni  ob'igaloi'cs;  il  faul  representer  un 
chamjemenl  de  sens  par  un  cliangcmenl  de  signe. 

§  VI.  Des  Solutions  infinies  ou  indeterminöes. 

102.  Des  Solutions  dites  infinies.  Lornque  la  formule,  qui 

foui-nit  la  Solution  gt^nörale  d'nn  proljl6nie,  se  [)r(^S'Mite  sous  la 

forme  tVaclionnaire,  il  peut  arnver  que  cerlaines  liypolli6ses, 

failessurlL'sleUresqu'ellerenlcrnie,annulentsonden()minateur, 

sans  annnler  son  imui^raleur.  Gelte  formule  prend  alors  la 

k 
forme  a?  =  p;-  Nous  verrons,  dans  la  discussion  generale  des  for- 

mules  (chap.  vii),  que  r^qnalinn  qni  l'a  fournieest  alors  impos- 
sible.  M.iis  il  n'en  est  pas  loiijfjuis  ainsi  du  piohlöme  qni  y  a 
conduii ;  on  peut  senlemi'nt  aliirmer  que  la  quanlil6,  prise  pour 
inconnue,  ccüse  alors  d'exislcr. 
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Prenons  pourexeinplc  I.i  qucstion  siiivantt;  : 

t93.  Pn^BLeME  XIV.  Deux  cerclpn,  de  rnijnns  H  et  r,  nnn  interienrs  Vun  d 
i'autre.srmi  siiui's  dans  un  vieine  }:lan:  In  distavce  de  Irurx  renires  est  d.  On 
iletimn^e  le  jinint  oü  la  tanyente  commune  exictieure  renconire  la  droite  gut 
jouit  les  cenires. 

Desigtion^  par  x  la  di-tance  qni  «6pare  le  point  cherch^  du  centre  du  plus  petit 
1  ercle.  Si  l'on  Joint  ihacjua  centve  au  poiiil  de  contact'corre-p'mdant,  on  forme 
deux  triaugles  seuiblables,  qui  donnern  immödiatement  la  propuruon  : 

1.1  d  +  X      R  .,  .  dr  ., 

I  ■ =  -;  d'oü        x  =  - .        [2 

'•  ■'  X         r  li  —  r'- 

DiscussioN.  Tant  que  r  reste  plus  petit  que  R,  h  valeur  de  x  est  po-^üive,  etla 

lormule  permet  de  cou'^iruire  le  point  cliert;li6.  Si  la  valnur  de  r  se  rapproche  <le 

ce  le  de  R,  celle  de  x  augmpnip,  pui^qne  snn  numöratPur  cnnt,  et  que  son  d6- 

nominateur  didiinue;  le  i'Oint  s'eloitruP  doiic  sur  la  ligne  des  centre>.  Comme 

on  pe  it  rendre  la  difföience  (R  —  r)  assez  pelire.  p'Ur  que  la  fraction  \1]  soit 

aussi  grande  qie  l'oti  voudra,  le-  rayon-  des  cetcles  peuveni  d  ffeier  assez  peu, 

pnurque  le  poitil  soit  aussi  6loij.'ne  <|up  l'un  voudra   Enfin  lorsque.  ä  la  limite, 

r=iR,  la  fr^ciion  >  st  dpvenue    p'us  ^.-rande  'jue  tt)Uie  gramleu     assi.nihle.  Le 

point  de  rencontre  s'^lniqu''  donc  infleß"iinent,  el  les  deux  drnites,  nese  rencon- 

trant  plus,  sont  paralleles.  On  voll  que,  'lans  ce  cas,  l'^quaiion   ||J  pmid  la 

d  -h  X 
forme  impossible  :  =  1,  et  que  la  formule  prend  la  forme  singuliere  : 

x  =  — ;    il  n'y  a  pliis  alors  ni  6quation   ni  formule,  eile  point  de  rencontre 

nVxiste  plus;  mais  c'est  pr6cis6ment  dans  ce  r^sultat  que  con»iste  la  Solution  du 
Probleme. 

194.  Remarque.  Lorsque  le  d(^nnminatciir  d'une  fraclion  di- 
miiiiie,  la  fraclion  aut^mente;  cl  eile  peiit  aiigmi'iitci'  indelifii- 
meiit,  si  le  (löiioniinateiir  (Hiiiit)iie  indrliiiiineiit.  D*a|)rescela,  on 
dil  tjueliiucfois  (^iie,  li"  dC'iiominaictir  di.'Vciianl  nul,  la  fraction 
devicnt  infinie;  el  Ton  ccril  (lu'elca  poiir  Solution  a;  =  oo  .  C'est 
lä  iiiie  lociJiioii  iucoirectf ;  la  fraclion  doiit  le  denominalcur  est 
nul  ne  repre^enle  rien.  Si  IfS  donuees  d'un  probl6ine  varieiit  de 
teile  inauiere,  que  le  d^noniinateur  de  la  valeur  de  lincotinue 
tende  vers  zöio,  rincotirine  clle-niönie  au};nu'nte  saus  liiuites; 
mais,  lors(iue  le  di'uouiiiialcur  est  aciuelleuient  nul,  la  Solution 
n'exisle  pas,  el  l'6(piation  est  iin[)ussible. 

19o.  Des  s"»lutions  indeterminees.  Lorsque  la  formule,  qui 
dontie  lusoluiiiiii  d'un  piülilenie,  se  pie->enlesüiis  la  foi'uie  frac- 
lioiuiair»',  II  arrive  parfni.-^eneore,  quec<rlaiues  liypoiliösfs  par- 
ticulieres,  laites  sur  les  lellres  (pi'elle  n.'iifiM  nie,  aMimleut  ä  la 
fois  son  i.uuieiateur  et  sou  deuouiiualeur.  Gelte  ioruiule  prend 
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alois  la  forme  x=-,  Nous  vcrroiis  plus  loin  (chap.  vii),  que  le 

Systeme  qui  l'a  t'oiiniie  est  alors,  en  gt^n^ral,  indäermine;  ce» 
pendaiil  rette  iiKirtcrniinafion  peiit  n'c^lre  qu'appareiite. 
I) :)niions  «ies  excmplcs  (\o.  ces  deux  cas. 

lO«.  PnoBi.feME  XV.  On  a  deux  lingnts:  le  premier  conticnt  a  fframmes  d^or 
el  b  firammes  dart/pni;  le  secnnri  ronhrni  a'  f^rflwwp.v  d'or  et  h' grnmiiies d'arfient. 
Quel  poids  de  cliacun  de  ces  /l'm/o^s•  faut-il  prcndre  pour  en  fonncr  vn  Iroi- 
sieme,  conienanl  a  yrommcs  d'or  et  ß  grummes  d'argent? 

Soient  x  et  y  Ies  poids  ä  preniJre  duiis  le  preraier  el  dans  le  second  lingot. 

Puisque  le  poids  a-\-h  conlient  a  grammt- s  d'or  et  h  grammes  d'argent,  le 

poids  X,  extrait  du  möme  lingot,  contiendra  — p-v  en  or,  — — r  en  argent. 
'  '  '  a  +  5  '  a-\-b 

De  möme,  le  poids  y,  exlrait  du  second  lingot  qui  pcse  o'  +  b',  contiendra 

«'y  ..    b'y 

-  ,    -■  en  or,  et    .  ,   . .  en  argent. 
af  +  b'  '       a'  +  b' 

On  aura  donc  Ies  deux  equalions: 


ax      ,      au 


'•\ 


a  +  b      «'+(>' 


a  +  b      a'  -f-  ö'  J 

Si  l'on  resout  ce  Systeme,  on  trouve  : 

_  (a  +  f))(a/)'— ßgQ  _  (a' 4- ^')fff3-^^a) 

ab' — ba'        '  ab'  —  W 

DiscussiON.  Si  l'on  fait  Thypoth^se,  j=  r,  =  ö'  ^^^  num6rateurs  et  Ies  deno- 

minateurs  des  deux  formules  sont  nuls;  de  sorte  qu'on  a  : 

0  0 

x=-,  u  =  -. 

0'  ^0 

Pour  interpreter  ce  resultat,  remarquons  que  Thypothese  admise  a  pour  conse- 
quences  : 


a     o'      a        N 

a  +  b~a'+b'~oL  +  ^'   (  , 

b     _      b'      _      ß         t  '^^ 

o-t-&~o'-t-()'~a+ß'  >' 


et  que,  si  Ton  remplace  dans  Ies  ^quations  [1]  Ies  coefficients  des  inconnues  par^ 

a  ß 

leurs  valeurs -„,    — ^-^,  lir6es  des  relations  [2],  Ies  iquations  se  r6duisent 

a  4-  ß      a+  ß 

toutes  deux  ä  l'equalion  unique  : 

a5  +  y  =  a  +  ß.  [3] 

II  en  r6=ulle  (fC3),  que  le  systöme  [i]  ^st  ind^terminö.  Mais  le  probleme  lui- 
liniine  est  indilernuni,  et  nAmeX  une  infinitö  de  sojutiotis.  En  efTet,  l'liypothfes» 
sidmi^e  exprime,  que  le  rapport  de  l"or  ä  l'argeut  est  le  meme  dans  Ies  iroii 
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'ingots;  donc,  qiiplles  que  soipnt  les  quantit^s  qiie  Ton  prenne  ilans  cliaciin  des 
ieux  Premiers,  elles  formeroni  (5viiieinnient  iin  iil;i;ige  au  meme  tilre.  Ces  quaa- 
itös  ne  seront  a^treinies  qu'ä  verifier  l'equaiion  [3]. 

i09.  Probleme  XVI.  Calculer  la  surfnce  d'un  trappte  dnnt  on  dnnne  les 
hnses  B  et  b,  et  la  hauleur  h,  en  la  considorant  mmme  la  dijference  des  snr^'aces 
des  deux  trinngl-s  que  Von  obtient,  en  piolnngeant  les  deux  cötes  non  paralleles 
jusqu'ä  leur  rencontre. 

Designons  par  x  l'aire  cherchöe;  et  prenbns  pour  inconnues  auxiliairps  les 
hauteurs  y  et  2  des  deux  tnan;:les.  Les  snrfuces  de  ces  triangles  ayaiii  puur  ex- 
pressions  i  By  et  ^  bz,  on  a  d'abord  requalion  : 

x  =  ^(By-b2).  [1] 

("omme  les  deux  triangles  sont  semblables,  les  bases  sont  proportionnelles  aux 
liauteurs;  donc 

'^  =  -.  12J 

Enfin,  la  hauteur  h  6lant  la  difference  des  hauteurs  1/  et  ?,  on  a  : 

y-z^h.  [3] 

Pour  eliminer  les  inconnues  auxiüaires,  onremarque  querequation  [2]  donne:- 

y  —  z  _  B—b  y—z  _  B  —b 

1/     -      B    '       .     X     ~      b     ' 

i'oii,  en  vertu  de  l'öquation  [3]  : 

Bh  bh 


li—b'  B  —  b 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'öquation  [1],  on  obtient  enfin; 

h     B^-?)2  ,,, 

DiscuPSiON.  Tant  que  b  n'est  pas  ^gal  ä  B,  ceHe  formuledonne,  pour  la  surface 
du  trapeze,  une  valeur  parfditemeut  deierinin6>-.  Mais  si  Ton  sui)pose  b=:B,  la 

formule  se  prösenie  sous  la  forme  x  =  -;  et  le  problöme  parait  iudetCTniine.  Ce- 

pendant  ci't'e  indeierminalion  n'est  qu'appartvle ;  car,  d-tns  ce  cas ,  le  trapt-ze 
devient  \\u  faralleiogr^imine,  d  nt  ia  surface  est  6gale  ä  B/i.  On  peut,  d'ailleurs, 
tirer  df  l,i  fraciion  ceite  expression  <ie  la  su'face,  si  Ton  i-enian|ue  que  le  facteur 
(B  —  b)  divi^e  (B^  —  b^),  et  qu'en  supprimdiit  ce  facteur  commua,  il  vient : 

x  =  ^(B  +  t), 

formule  connue  de  Taite  du  trapeze,  laquelle  devient  efiTectivement,  a;  =  B/i, 
dans  le  cas  ou  />  =  B. 

198,  Remarque,  On  voit  qne,  lorsqn'on  rcnconiro  une  for- 
mule, qui,  ijur  suile  d'liypollicacs  [larliculieres,  prend  la  forme 


dnnrn^  la  solutior^  esl  alurs  in(l(^lermin^.  II  peiit  arriver  quc 
riiidt-Meniiiiiaiion  iiesoii  (iii'appaii'iile,  cl  qii'i-llc  ticnnc,  commc 
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-,  il  ne  fallt  pas  sc  liAtor  d'aflirmcr  qiie  le  prohlöme,  dont  eile 

df 
1' 

daiis  rexiiiiple  pr6c(;!ileiil,  h  la  puScrK  c  d'iiti  faclcur  cointnun 
aux  deux  lernics,  Caeleiir  (|iii  (livicnl  mil  en  v«tIu  des  hvpo- 
lliex'S  admises.  On  dohnlors,  avam  louie  hypolhese,  svpprimer  cc 
faclcur  commun^  Cl  faire  e7hsuiie,  dans  la  formule  ainsi  simplifiee, 
Ics  liypollicses  convcnues  :  on  oblicndra  la  VRAit;  valeur  de  In 
fraclion,  pour  ce  cas  parliculier. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  Hit  trouve  comme  Solution  d'un  probleme  : 

a^  —  •.\n--\-  i,n  -2 
x  = T. : ; , 

et  que  la  discussion  amöne  k  faire  Ihyiiolhese,  a  =.  1.  Les  deux  termes  s'annu- 
lent,  et  la  fraclion  prend  la  forme  -.  Or,  les  deux  termes  etant  des  polynomes 

enliers  en  a,  on  s»it  (90)  (|u'ilssont  .livi^Mes  par  (a— 1).  On  effectuera  donc 
Celle  division,  et  Ton  trouvera  la  formiile  simpliliee  : 

a'  —  ?a  +  2 


formule  qui,  pour  a=.l,  prend  la  valeur  x=  -. 


a  -t-  4 

5' 


EXERCICES. 

I.  Deux  vases,  de  capaf'ites  v  et  v',  contiennent  chacun  un  mdlangp  d'eau  et 
de  vin,  d;ins  le  rnppon  de  m  ä  n  [lour  le  premier,  et  dans  le  ra|ipori  de  m'  ä  n' 
pour  le  second.  Quelle  capacil6  x  doii-on  donner  ä  deux  auires  vases  6gaux 
entre  enx,  pour  qne,  les  remplissarit  ä  la  fois,  Tun  dans  le  premit-r  l'autre  dans 
le  second,  et  vers.ml  dan-  chacun  d'eux  ce  qui  a  et6  pris  dans  1  autre,  la  pro|ior- 
tion  de  Teau  au  vin  devienne  la  meme  dans  les  di^ux  vases?  Moütrer,  ä  priori , 
que  le  resu'tat  doit  etre  indei  endant  de  m,  n,  m' ,  n'. 

On  trou\e  l'equation  : 

m{v — x)         m'x  n  {i' — x) 


in  +  n 


+ 


et  la  formule 


J/.'lL''  —  X)  II  X  II'  il'  —  .X) 

in'  -f-  n'  m  +  n         ?;('  -r  '«' 


'  V  +  v'' 


11.  L°s  aiguilles  d^s  heures,  des  minntes  et  des  seconde«  sont  tontes  trois  s;  < 
le  chilTre  XII  du  catlran.  i  n  dem;i'idt»  aprös  Cürnliien  de  lemps  l'a't-'iiille  des  so- 
conJes  divisera  en  deux  pariies  egales  Taugle  forme  par  les  üeux  auires. 
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En  designant  par  x  le  nombre  de  seconJes  ecoulees,  on  trouve  : 

.  =  60.+ i^. 

III.  Trois  mobiles  parcourent  une  meme  ligne  droite,  d'un  raouvement  uni- 
forme, avec  des  vitesses  v,  v',  v".  Ils  soiit  actueilement  k  des  distances  a,a' ,a'' 
'i'un  point  Ode  ceUe  droite,  dorn  ils  s'eloiyn  iil  tous  les  trois.  On  demande 
•  prps  combicn  de  iLmpsle  prcmier  seraaux  ^  de  la  distance  qui  s6pare  lesdeux 
autres. 

Ed  designant  par  ac  le  temps  6coule,  on  trouve  : 

_1a'  '  3a"- .Sa 

-:.  apres  ce  temps,  le  troisieme  moliile  est  en  avant  du  second; 

3n'  [-In" — .öa 

et,  au  contraire,  x  =  - ; -„ 

bi  —  'ov'  -  2c" 

<i,  apres  ce  temps,  le  second  mobile  est  en  avant  du  troisieme. 

II  peut  y  avoir  deuv  solutions,  uu  uiiv  »eu  c,  u  peui  ne  p;is  y  en  avoir  du 
tont  ;  on  exammera  les  corpiitions  de  ces  dilVerents  cas. 

On  gön'rali^era  la  Solution,  en  supposant  que  les  mobiles  ne  marchent  pas 
\i>\xs  dans  le  mime  sens. 

IV.  Uli  parallclipipede  rcctangle,  dont  les  aretes  sonta,  b,  c,  etant  donnc, 
trouver  le  cöte  x  d'un  cuhe,  l  1  que  les  surfacei  des  deux  solides  soient  dans  le 
inöme  rappoit  que  leurs  volumes. 


On  trouve 


ab  -t  ac  -t  bc' 


V.  Trouver  une  proportion,  dont  les  qualre  termes  surpassent  cgalement  les 
[uatre  nombres  a,  b,  c,  d. 

En  designant  par  x  ie  nombre  qu'il  faut  ajouter  ä  chacua  de  ceux-ci,   on 

ii'L'Uve  • 

hn  —  ad 
a  -t-  u — u  — c' 

Discuter  la  Solution,  1°  lorsque  bc  =ad,  2°  lorsque  a+  d  =  b  +  c: 

VI.  n  pierres  sont  rangees  en  ligne  droite  ä  d  mMresde  dist;in  e  les  unes  des 
autres.  On  propose  de  döierminer,  sur  cetie  droi;e,  la  po-iiiion  d"un  point  X,  tcl 
qu'il  y  all  deux  fo  s  plus  de  cbemin  ä  faire  pour  lrans[)orler  successivement 
cha  ine  pierre  aa  point  X,  qne  puur  les  iranspuiter  ä.  la  place  occnpee  par  la 
premiere  d'enre  elles.  Qu  su,  posera,  dans  ies  deux  cas,  que  Ion  parle  de  cctte 
premieie  pieire. 

Si  Ton  designc  par  x  la  distance  du  point  \  4  la  prämiere  pierre,  en  suppo- 
sant ce  point  au  delä  de  la  dcrniere,  on  trouve  : 

3'J(»-n, 

x=—- -~d. 

2/1—1 
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Ori  gf^TK^ralisTn.  en  snpnosmt  qne  l«  rnpporl  des  chemins  :i  parcourir  est  m 
au  licu  de  2  :  oii  Iroiivoia  : 

•'= 2^7-1 ^' 

et  Ton  disciitera  Ics  conditions  de  possibilite  du  probleme.  Si  la  Solution  est  ne- 
gative, csl-il  possiblc  de  l'inlerprfiler? 

VII.  II  faut  un  nombre  d'hommes  ^gal  k  a,  ou  un  nombre  dn  femmes  6gal 
ä  b,  pour  faiie.en  n  jours,  un  ouvragc  lepr'senle  par  m.  Combieii  faut-il  ad- 
joindre  de  l'erames  ä  (a  — p)  hoinmes,  pour  faire,  en  {n—p}  juurs,  un  ouvraj^e 
represenlö  pur  (ffi  +P)? 

Ontrouve:  x  =  -^-j    i  +  _— — ^  j  . 

VIII.  Deux  horloges  A  et  Bsonnent  l'heure  en  m-6me  temps,  ot  Ton  entend 
en  tout  dix-neuf  coiips.  D6duire  de  lä  Iheuie  qn'elles  mariiiaieiU,  sicliant  qua 
riiorlogp  A  reiarde  sur  rhorlo^e  B  de  deux  secondos,  et  que  les  coups  de  A  se 
succed'  ntä  trois  secondes  d'intervalle,  tandis  que  ceux  de  B  se  suiventä  quatre 
secondes  d'intervalle.  On  admet  enfin,  que  l'oreille  ne  pci^uit  qu'uu  seul  son, 
lorsque  1  >s  horloges  sonnent  dans  la  mcme  .secmde. 

En  dcsignaiit  par  a;  Tbeuro  ou  le  nombre  de  coups  sonnes  par  chaque  lior- 
loge,  on  remarqueque  le  nombre  des  coups  perdus   pour  rorcille  est  1,  aug- 

9  r  —  fi 

menlö  du  plus  giand  nombre  enlier  conlenu  dans — - —  ;  et  Ton  en  conclut 
que  a;  =^  1 1 . 

IX.  Trouver  trois  nbmbres  x,  y,  z,  en  progression  arilhmc'tiqiif^,  tels  que  le 
premier  seit  au  troisieme  commc  5  est  ä  9,  et  que  la  somme  des  trois  uombres 
seit  egale  ä  63. 

Ontrouve;  a;=lb,     y=21,     z=27. 

X.  On  donne  la  suile  : 

ffl-fb,  ap  +  bq,  ap^  +  bq"^,  ap^  +  bq^,  ap*  +  bq*,.,..; 

et  l'on  propose  de  trouver  deux  nombres  x  ety,  tels  que  charjue  terrae  de  cette 
suite  puisse  s'obtenir  en  multipliant  le  pr(icedent  par  x,  et  l'anleprecedent  pary, 
et  en  ajoutant  les  resultats. 
On  forme  le  troisieme  et  le  quatri&me  terme  d'apres  cette  loi,  et  l'on  trouve : 
x  =  p  +  q,  y  =  —  pq- 
puls  l'on  prouve  qu'en  efi'et  ces  multiplicateurs  donnent  tous  les  termes  de 
la  Serie. 

XI   On  donne  la  suile  : 

a  +  b+  c,  ap  +  bq  +  cr,  ap' +  bq^  +  er'',  ap^  +  bq^  +  cr^....; 
et  l'on  (iRmande  de  trouver  trois  nombies  x,  y,  a ,  tels  que  chaque  terme  de 
celte  suile  s'oblicnne  en  multipliant  le  precedent  par  a;,  1  antepretödent  par  y, 
et  celui  qui  precedc  de  trois  rangs  par  z,  et  en  ajoutant  les  rtsultats. 

Ontrouve:        a:  =  p  +  q  +  r,     j/=  —  pq — pr  —  qr,     %-^pq^r. 
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XII.  Un  tiain  T,  dont  la  vitesse  e^t  v,  part  aprns  un  autre  train  T',  dont  la 
viusse  est  t/;  et  le  retard  est  caicul6  de  maniere  qu'ils  arrivent  en  meme  temps 
;i  li  destination.  Le  train  T'  est  obligö  de  ralentir/le  moiliö  sa  vitesse,  apres  avoir 

les  deux  tiers  de  lacoarse:  et  il  y  a  rcncoritre  des  trains,   a  lieues  avant  la 
du  voyage.  Trouver  la  longueur  totale  x  du  trajet. 

v' 

Mntrouve:  x^=6a—3a-. 

V- 

XIII.  Pour  faire  un  certain  ouvrage,  A  emploie  m  fois  au  taut  de  temps  que  B 
3l  C  reunis;  B  emploie  n  fois  autant  de  temps  que  A  et  C;  C  emploie  p  fois 
1-  'ant  de  teii:ps  que  A  et  B.  Trouver  une  relation  entre  m,  n  etp. 

1,1,' 

lü  Irouve  :  — p-H -— H r-r  =  l- 

7/1+1       H  +  1        p  +  1 

XIV.  On  donne  des  points  A,  B,  C,  D,...  situes  sur  une  ligiie  droite,  ä  des 
il  lances  o,  b,  c,  d...  d'un  point  0  de  celte  droite.  Trouver,  sur  cette  droite, 
M'i  point  X  tel,  que  sa  distance  x  äun  point  quelconque  M  de  la  droiie  donnee 

ia  moyenne  des  distanees  des  points  A,  B,  C,  D,....  au  point  M.  Montrer, 
L  l'aide  de  Conventions  convenahle-;,  on  peut  resoudre  le  prohleme  par   une 
seule  furmule,  qiielles  que  soient  les  positions  des  points  A,   B,  C,   D,...,  ä 
droite  ou  ä  gauche  de  0. 

La  formuie  est  :  x= ■ , 

<i  eiant  le  nombre  des  points  consid6r6s  :  eile  est  independante   de  la  position 
'     point  M. 

vV.  Deux  tiiangles  rectangles  ont  les  cöt^sde  l'angl-;  droit  dirigös  suivantles 
memes  droites,  etreprösentes  par  a,  b  pour  le  premier,  et  par  a',  b'  pour  le  se- 
cond.  On  propose  d'abaisser  du  point  de  rencontre  des  hjpo'enuses  des  per- 
pendiculaires  sur  les  cötes,  de  calculer  leurs  longueurs,  et  de  discuter  les  dif- 
lerents  cas  qui  peuvenlse  presenter. 

Les  formules  sont,  en  designant  par  x  la  parallele  aus  c6t6s  o,  a' ,  et  pary  la 
parall&lc  aux  cöt^s  b,  b'  : 

_aa'(b'—b)  hb'{a  —  a') 

*~  ab'  —  ba"  ^~~~äb'  —  W 
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CIJAPITRE   VI. 

DES  IIVLGALITES. 

§  I.  Principes  sur  les  inögalitds  considcr^es  isolfiment. 

199.  DÖFiNiT.ON.  Oll  (lilqu'un  noinbre  a  osl  plnsf?rand  qu'un 
iinrnhic  b,  (|ii('ls  que  soicnl  loiiis  sigiies,  lursque  la  ditTerencc 
(a  —  b)  esl  |iosilive. 

200.  CoROLLAiRE :  1°  Uli  nombre  positlf  quelconque  est  plus 
grand  qu'un  nombre  ncgatif  quelconque.  Aiusi : 

l>-8;  [l] 

Carla  difförence  1  —  (—8)  est  (20)  egale  ä  1  -j-8:  eile  csl  po- 
sitive. 

2°  Un  nombre  negalif  est  d'autarU  plus  grand  que  sa  valeur 
absolue  est  plus  petile.  Ainsi : 

—  7>  — 20;  [2] 

car  la  difförence  —  7  —  (—  20)  est  (20)  egale  ä  +  20  —  7  :  eile 
est  posiiive. 

p°  On  düü  regarder  zero  comme  plus  grand  que  taut  nombre 
ncgatif.  Ainsi : 

0>-4;  [3] 

car  la  dilfcrence  0  —  (—4)  esl  ('xO)  egale  ä  0-|-4;  eile  est  po- 
sitive. 

De  la  resulto  que,  si  Ton  e'?rit  les  nombres  tant  positifs  que 
ricgatils  de  la  iiiaiTK^ie  suivaiiü;  : 

-c«, _/,,  _3,  -2, -1,0,  1,2,  3,  4, 00, 

un  nombre  quelconque,  pris  d ms  cetle  siiile,  e<l  p'ns  grand 
que  toul  nombre  pbcö  ä  sa  gauclic,  et  plus  petil  que  tout  nuni 
bre  place  ä  sa  droiie. 

Oll  (xpriine  oidinainment  qn'iin  nombre  a  est  posilif,  e 
qu'un  nonihre  b  esl  nt''gatif,  par  les  fonnules  :  a>0,  6><0 

201.  Tnegalites  renfermant  une  inconnuk.  Lors(pruiie  ex 
press:oM,qiii  depind  li'tin  iiuinhre  inconnu,  duiletre  plusgiaiide 
ou  plus  pLliie  qu'une  autre,  eelle  condilion,  que  Ton  iioaune 


I 
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inegalite,  pennet,  en  general,  d'assigner  des  limiles,  enlre  les- 
quelles  rinconnue  doit  i^lre  ou  n'ötre  pas  comprise.  Nous  oii 
donneroDS  dans  ce  chapilre  quelques  «xeinples. 

202,  Principe  I.  On  peut,  sans  alterer  les  conditions  qu'exprime 
une  inegalili',  augmenUr  ou  diminuer  ses  dcux  membres  d'un  meine 
iiombre.  En  effet,  rinegalilö  a^b,  est  äquivalente,  par  delini- 
tion,  ha  —  6>»0.  Or  quel  que  soit  m,  on  a  : 

a  —  br=a-\'m  —  b  —  ni^={a-\-  m)  —  (6  -j-  wi)  i 

donc:  {a-\-m)  —  (ö4-?n)>0, 

ou,  d'apres  la  d6finition  : 

a-{-m^b-\-m.  [4] 

11  resulle  de  lä,  qu'o/i  peut  faire  passer  un  terme  d'un  membre 
d'une  inegalite  dans  l'autre,  en  changeant  son  signe,  comme  s'il 
s'agissait  d'une  equalion. 

203.  Principe  IL  On  peut  muUiplier  les  deux  membres  d'une 
inegalite  par  un  meme  nombre,  pourvu  qu'il  soil  positif. 

En  effet,  rinegalilea>.ö  equivaut  äa  — ö>»0.  Or,  si  l'on  inul- 
tiplle  (a  —  b)  par  un  .facteur  positil'  m,  le  produit  est  positif. 

Donc  on  a  :       (a  —  ö)m>>0,    ou    am  —  bm^O, 

Oll,  d'apres  la  definition  : 

am  >»  bm.  [5] 

On  peut  aussi  muUiplier  les  deux  membres  de  l'inegalite  par  un 

facteur  negatif,  mais  il  faut  changer  le  sens  de  l'inegalite.  Gar  si 

l'on  a : 

a>&,     ou    a  —  b^O, 

le  produit  de  {a  —  b)  par  un  facteur  negatif  w  sera  negatif.  On 
aura  donc : 

{a  —  b)m<^0,    ou    am  —  bm<CO, 

ou ,  enfiD  : 

am<Cbm.  [6] 

Ces  principes  pennettent  de  chasser  les  denominateurs  d'une 
ir^galile,  coiiime  s'il  s'agissait  d'uue  equatiou,  quand  on  conn^it 
Alg.  ß.  I'«  Partie.  10 
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l(j  signc  du  inultiplioali'ur.'  Los  mßincs  principes  s'apiiliquenl  i\ 
la  division  dos  deux  mombrcs  d'une  im'^galilt  par  m.;  car  la  divi- 

sion  par  m  revient  ä  la  mulliplication  par  — ,  et  les  deux  nombres 

m  et  —  soul  touinurs  de  nvftme  signe. 
m 

204.  Principe  III.  Lorsgue  les  deux membres  (Time in^galiUsonl 
positifs,  on  pcut  les  clever  ä  une  mcme  puissance  m"'%  quel  que  soit 
Ml.  Ell  effel,  plus  un  nombrc  est  gr.ind,  plus  sa  puissance  m"'« 
est  grande.  Ainsi,  7>3  donnc  7*>3*. 

Lorsque  les  inciiibrcs  iie  sont  pas  tous  deux  positifs,  il  faul 
distinguer  phisieurs  cas. 

1°  Quels  que  soient  les  signes  dos  deuwmembres,  onpeut  les  elever 
ä  une  meme  puissance  m"'*,  lorsque  m  est  impair.  Gar  les  deux 
membres,  apr^s  l'oporalion,  conservent  leurs  sjgaes,  et  par 
suite,  le  sens  de  Iciir  in6galit6.  Par  exeinple, 

si  7>— 13,    on  on  conclut        7»>(— 13)'' 


7»>(-i3)';)       . 

_7)3X_i3)3.    j       L'J 


^i  _7>_13,  .  (_7)='>(— 13) 

2"  Mais  si  Ton  a  ä  Clever  les  deux  membres  d'une  in^galil^  ä 
une  raeme  puissance  de  degre  pair,  il  faul  distinguer  encore. 

Quand  les  deux  membres  sont  ncgalifs,  Vinegalile  change  de  sens; 

car  les  deux  membres  deviennent  positifs,  apres  l'op^ration. 

Ainsi ,  de  l'in^galit^ 

—  7>  — ,13 

on  conclut  sucoessivement : 

13>7,      13*>7*,     (— 13)*>(_7)», 
et,  par  suite,  (— 7)^<(— 13)*.  [8] 

Si  les  deux  membres  sont  de  signes  differents,  on  ne  peut  plus 
donner  de  regle.  L'in6galit6  peut  changer  ou  ne  pas  changer  de 
sons,  ou  mßme  se  trajisformer  en  6galite.  Ainsi  Ton  a  : 

7>—  3      et    7*>(—   3)*,  ) 

7>  — 13       et     7*<(— 13)",  >  [9] 

7>—  7       et     7*=(—    7)*.  ) 

20ö.  Princiee  IV.  1"  Quels  que  soient  les  sigmsdeSiäeux  membres 
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'  iine  inegalüe,  onpeut  en  extraire  une  racine  d'indice  impair;  car 
s  dciix  racines  ont  le  meme  signe  que  les  deux  nombres.  Ainsi : 

27  >       Sdonne     ^27>j8,        on     3>     2,   J 
27>—  8       »  ^27>^=^,      OU      3>  — 2,    >     [10] 

—   8>— 27       »        v^^>\/'— 27,    OU— 2>— 3.    ) 

2°  Si  IHndLce  est  pair,  il  faul,  pour  que  les  racines  existent^  que 

'es  deux  membres  soient  positifs  (96).  Et  alors,  chaque  racine  a 

'leux  valeurs  egales  et  de  signes  contraires.  Dans  ce  cas,  IHnegalite 

onservera  son  sens  ou  en  diangera,  selon  que  Von  considerera  les 

'üleurs  positives  ou  les  valeurs  negatives  des  racines.  Ainsi : 

lHi^galit6  36>25, 

(      t/36>      y/2b        ou        6>      5,    ) 

(— v/36 <— v/25        ou  —  6<  — 5.    j 

Mais,  si  Von  prend  des  signes  differents  pour  les  deux  racines,  le 
tcrme  negatifest  toujours  le  pluspelit.  Ainsi 

l'in^galite,  36>25, 

donne:  KÜ>-^!!'       °°       ^>-''  }  [12] 

(v/25>  — v'36,         OU         5>  — 6.    ) 


§  II.  Principes  sur  les  inegalit^s  simultanees. 

206.  Principe  V.  On  peut  .additionner  membre  ämembre  deux 
[iiigalites  de  meme  sens:  la  nouvelle  inegalite  a  le  meme  sens  que 
hacune  d'elles. 

Soient,  en  effet,  les  deux  infegalites  : 

lies  äquivalent  aux  suivantes  : 

a  — 6>0,        c  — d>0; 
[  la  somme  de  deux  quanlites  positives  est  positive;  donc  on  a: 
a — b-\-c  —  c?>0, 
a-4-Oö-fd.  [13] 

Mais  cetle  nouvelle  in6galil6  ne  peut  pas,  comnie  lor&"[i'il 
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s'agit  d'^quations,  remplaccr  rune  des  deux  proposöcs.  En  d'ctu- 
Ires  loniics,  Ics  dciix  syslüiiies, 

i   c>d,  [  a  +  c>b  +  d, 

ne  sollt  pas  Äquivalents.  Le  secoiid  est  une  cons6quence  du  prc- 
mier,  mais  le  premier  n'est  pas  une  cons6qucnce  du  second. 

Si  Ics  deux  inegalil^s  sont  de  sens  contralres,  il  n'y  a  pas  de 
rt'gle  ä  donner.  On  a,  en  effct : 

7>  3, 


j3'  ]     et    7  +  8<3+13; 
7>  3, 


8< 

8<12;  }     ''  7  +  8  =  3  +  12; 


8<10;  ]     ''  7  +  8>3+10. 

U07,  Principe  VI.  On  peut  souslraire  mcmbre  ä  membre  cCum 
inegalite  une  autre  luejalite  de  sens  contraire :  la  nouvelle  inegalite 
subsisle  dans  le  sens  de  la  premiere. 

Süient,  en  effet,  les  deux  in^galites  : 

elles  äquivalent  aux  suivantes  : 

a'^b,  rf>c; 

et,  par  suite  (206),  elles  donnent 

a  +  rf>6  +  c, 
ou(202)  a_c>&  — rf.  [i4j 

Cette  nouvelle  Inegalite  ne  peut  pas  remplacer  l'une  des  deu 
proposees. 

On  ne  peut  pas  soustraire  une  in6galit6  d'une  autre,  quandj 
elles  sont  de  ineme  sens  (206). 

208.  Principe  VII.  On  peut  multiplier  membre  ä  membre  deui 
inegnlites  de  meme  sens,  quand  tous  les  termes  sont  positifs :  IHnega 
lue  nouvelle  est  de  meme  sens  que  chacune  d'elles. 

En  efifel,  soient:  a>6,      c>rf; 
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piiisque  c  al  b  sont  positifs,  on  a,  en  multipliant  la  premifere 
par  c,  et  la  scconde  par  b  (205) : 

ac'^bc,        bc'^bd^ 

't,  parsuile,  ac'^bd.  [15] 

Si  les  quatre  termes  sont  negatifs,  VinegaliU  nouvelle  est  desens 
■ontraire  ä  celui  des  deux  proposees.  Car  en  multipliant  la  pre- 
1  liiere  par  c  et  la  seconde  par  b,  on  a,  puisque  ces  facteurs  sont 
negatifs  : 

ac<ibc,        bc<Zbd, 

•  t,  par  suite,  ac<ibd.  [16] 

La  nouvelle  inßgalit^  [15]  ou  [16]  ne  ;.:Hit  pas  remplacer  une 
des  propos6es. 

On  ne  saurait  donner  de  regle  genöra-e,  quand  les  termes  ne 
sont  pas  tous  positifs  ou  tous  n^galifs.  On  ne  peut  den  dire  non 
plus,  quand  les  inegalit^s  sont  de  sens  contraires. 

209.  Principe  VIII.  On  peut  diviser  membre  ä  membre  une 
inegalite  par  une  autre  de  sens  contraire,  quand  tous  les  termes  sont 
positifs  :  la  nouvelle  inegalite  a  le  meine  sens  que  la  premiere. 

Soient,  en  effet :        a>»&,        c<<(/; 

on  peut  6crire :  a'^b,        d^c. 

et,  par  suite  (20Ö),  ad':>bc\ 

d'oü  l'on  tire,  en  divisant  les  deux  membres  par  cd  (203) ; 

o^   b 
c 


-->2-  ["3 


Siles  quatre  termes  sont  negdlifs,  V  inegalite  nouvelle  a  le  sens  de 
la  seconde  :  car,  en  faisant  la  mulliplication,  on  a  (208) : 

ad<^bc\ 

et,  en  divisant  par  cd,  qui  est  positif,  il  vient : 

ab 

c^d' 

On  ne  peut  pas  donner  de  regle  g6n6rale  dans  les  autres  cas. 
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§  III.  Des  in6galit6s  du  premier  def;rc  ä  uae  inconnue. 

210.  RESOLUTION  DE  L'iNiÖGALiTii:.  Unc  inöjialitc  ä  une  in- 
connue est  dile  du  premici-  clegre,  lorsqu'elle  peul  se  raniener  ä 
la  forme 

ö,  b,  a',  b',  d^signant  des  nombres  donnös  qui  peuvent  6tre  posi- 
tifs  ouji^gatifs. 

Pour  risoudre  cette  in6galif6,  on  fait  passer  des  Icrmes  conlc- 
nant  l'inconnue  d'un  cöt6,  les  termes  connus  de  l'autre  (202) ; 

et  Ton  a : 

{a  —  a')x>b'—b. 

Puis  on  distingue  deux  cas  : 

1°  Si  (a — a*)  est  positif,  on  a,  en  divisant  (203)  par  («  —  «') : 

h'-b 


a  —  a 

2"  Si  (a — a')  est  n6gatlf,  on  a,  au  conlraire  (205) : 

y—b 


x<- 


a  —  a 


Ainsi,  pour  satisfäire  ä  l'inegalite ,  U  süßt  deprendre  x  supe- 
rieur  ou  inßrieur  ä  une  cerlaine  limite.  On  peut  remarquer  qua 
cetle  limite  est  precisement  la  vaieur  de  x,  qui  rendraitles  deux 
membres  6gaux. 

311.  PROBLfiME.  Nous  resoudfons,  comme  application,  le  problöme  suivant : 
Deux  points  AetB  sont  situis  ä  une  dhtance  2c ;  on  sait  qiCun  point  M  est 
tel  que  MA  +  MB  ;=  2a,  a  etant  une  longueur  donnee,  plus  grande  que  c.  On 
demande  entre  quelles  limites  peuvent  tarier  AM  et  BM. 

Supposons  AM  >  BM.  Posons  :  AM  =::  a;,  BM  =  ?/.  On  a  d 'abord  ,  d'apres 
r6nonc6  : 

x-\-y  =  2a.  [IJ 

De  plus,  pour  que  le  triangle  AMB  soit  possible,  il  faut  que  chaque  cöte  soit 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  aulres,  c'est-ä-dire  que  Ton  ait  : 

2c  <  a;  +  y,    y  <  2c  +  x,    x  <  Ic  +  y. 

Or  la  premiöre  de  ces  in^galit6s  est  Evidente,  d'apres  l'öquation  [1] ;  la  seconde 
est  Evidente,  puisque  y  est  plus  peiit  que  x.  Reste  donc  la  troisieme  , 

X  <  2c  +  y.  12] 
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Si  !'on  remplace  y  par  sa  valeur  (2a  —  x],  cette  inegalite  devient  : 

X  <  2c  +  1a  —  x; 
doli  X  <.a  -{-c.  [3] 

Mais  y,  qui  est  egal  ä  (2o  —  x),  est  d'autant  plus  grand  que  x  est  plus   petit. 
Donc  y  doit  §tre  plus  grand  que  {2a  —  {a  +  c)],  c'est-krdire  que  {cu — c).  Ainsi : 

y  >  a  —  c.  [4] 

Teiles  sont  les  limites  cherchees. 


EXERCICE8. 

I.  Demontrer  que  la  moyenne  arithmetiqua  entre  deux  nombres  positifs  ixie- 
gaux  est  plus  grande  que  leur  moyenne  proportionnelle. 

On  s'appuie  sur  Tinegalile,     (a —  b)-  >  0. 

II.  Etant  donn6s  deux  nombres  a,  b,  positifs,  a  >  h,  deduire  de  I'inögalite, 

X  +  a  X  A-  h 


\Ja'  +  x'       V'J^  4-  X- ' 
les  limites  entre  lesquelles  la  valeur  de  x  doit  eUe  comprise.  Les  radicaux  sont 
pris  avec  le  signe  +. 

0,1  trouve  que  x  doit  6tie  negatif,  ou  plus  grand  que  ^ab. 

III.  Demontrer  que  yabcd  est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus 

petite  des  quatre  expressions  ya,  yö  ,  \/c,  y^d. 

On  dömontre  cette  i  ropriete  pour  les  logarithmes  de  ces  expressions  ;  et  Ton 
en  tire  la  consequence  pour  les  expressions  elles-memes. 

IV.  D6montrcr  que  Ton  a  toujours  : 


aa  4- aV +a"a"  +  • .  •  •   <  v^a^  +  a'^^- a"- +  . .. .  A^H- a'^  +  a"2-f  . . ,  , 

<i  moins  que  Ion  n ait  :  -  =  -  =  —  =:.... 

a        a        (X. 

On    suppose   d'aboi-d  o.,  a',  a",  . . . ,   a,  oi  a",  positifs  ;  et  l'on  vörifie- 

linegalite,  en  elevant  les  deux  membras  au  carr6  :  puls  on  generalise. 

V.  Prouver  que  x''  +  y*  —  x*y  —  xy*  est  toujours  posilif,  quelles  que  soieat 
les  valeurs  positives  de  x  et  de  y. 

On  le  demontre  en  decomposant  re.\pression.en  facteurs. 

VI.  Prouver  que  Ton  a  :  3(1  +  a'  +  a*)  >   (1  +  a  +  o')^  quelles  que  soient 
les  vale'jrs,  positives  ou  negatives,  de  o- 

M6me  mode  de  demonstration. 

VII.  D6montrer  que  l'on  a  :  ate  >  (a-t-f* — <^  (a  +  c  —  b)  (b  +  c  —  a),  quds 
que  soient  les  nombres  positifs  inegaux  a,  b^  c. 

On  s'appuie  sur  des  inegalites  evidentes,  de  la  forme,  a'  >  a'  —  (5 — c)'. 
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CIIAPITRE  VII. 

DISCUSSIOIV  DES   FOIlMULtS  GENLRALES. 


§  I.  Discussion  de  la  formule  generale  de  r^solution  d'une  equation 
du  Premier  degr6  ä  une  inconnue. 

212.  Formule  generale.  Une  6quation  du  premier  degr6  ä 
une  inconnue  ne  peut  renfermer  que  deux  sorles  de  termes, 
savoir  :  des  termes  qui  conliennent  rinconruie  et  des  lermes  qui 
ne  la  conticnnent  pas.  Si  donc  on  reduit,  dans  cliaque  membrc, 
les  termes  semblables,  la  forme  la  plus  g6nerale  de  l'^quation 
sera : 

ax-{-b=-a'x-\-b'.  [1] 

On  en  tire  :  (a  —  a')x  =  b'  —  b; 

et  divisant  par  (a  —  a'),  on  a  la  formule  : 

a — a'  "-  ■' 

Mais  cette  formule  n'est  equivalente  ä  l'^quation  [1],  que  dans 
le  cas  oü  (a  —  a')  n'est  pas  nul  (i2i). 

215.  Discussion  de  la  formule.  Lorsque  a'  n'est  pas  (^gal  ä  a, 
la  formule  [2]  repr6sente  un  nombre  positif,  nul  ou  n^gatif,  qui, 
Substitut  dans  l'^quation  [1] ,  et  lrail6  d'aprds  les  r^gies  conve- 
nues,  rendra  le  premier  inembre  6gal  au  second.  Le  seul  cas 
que  Ton  doive  examiner  ä  part  est  donc  celui  oü  {a  —  a')  =  0. 
M  lis  alors  deux  bypotbeses  se  prdsentent : 

I"  (a — a')  est  nul,  sans  que(b' — b)  lesoit.  La  formule  [2]  donne : 

b'  —  b 


ce  qui  ne  signifie  rien.  Si  Ton  remonte  ä  r^quation  pour  Inter- 
preter ce  r6suUat,  on  voit  que,  a'  6tant  6gal  ä  a,  il  vient : 

ax-{-b  =  ax-\-  6', 
ce  qui  ne  peut  avoir  Heu,  puisque  b'  n'est  pas  6gal  ä  6. 
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Donc  Veguation  est  impossible ;  et  Vimpossibillle  se  manifeste^  dans 

m 
la  formuhf  par  la  forme,  x  =  — . 

2°  (a  —  a')  cstnul,  en  mcme  temps  que  (b'  —  b).  Laformulede- 

0 
vjent,  dans  ce  cas  :  ^~  ö  ' 

ce  qui  ne  signifie  rien.  Si  Ton  remonte  ä  T^quation,  on  voit 
qu'elli!  devicnt :  ax-\-b  =  ax-\-h. 

Donc  Viquation  est  salisfaite,  quel  que  soit  x  j  et  l'indeterminalion 

se  manifeste  par  la  forme ,  x  =  -. 

Ainsi,  une  6quation  du  premier  degr6  ä  une  inconnue  admet 
une  Solution  unique  et  d6termin6e,  ou  eile  ii'en  admet  aucune, 
ou  eile  en  admet  une  inlinite. 


§  II.  Discussion  complete  des  formules  gen6rales  de  resoluüon 
d'un  Systeme  de  deux  ^qualions  ä  deux  inconnues. 


214,  Formules  centrales.  On  sait  (1'53)  qu'un  Systeme  de 
deux  equations  ä  deux  inconnues  a?,  y,  peul  toujours  se  rame- 
ner  ä  la  forme : 

ax-\-  hy=^c,\  ^ 

a'x-\-h'ij=^c'.  )  ■•  -■ 

Appliquons  ä  ce  Systeme  l'une  des  m6thodes  connues ;  par 
exemple,  la  mßthode  par  addilion  et  souslraclion.  Pour  cela, 
multiplions  la  premiere  6quation  par  h',  et  la  seconde  par  6,  et 
retranchons  le  second  rösuUat  du  premier ;  nous  aurons : 

Cl)<  })q' 

{ab'  —  bq,')x  =  cb'  —  bc' \     d'oü    a;=   ,, .  ,. 

Mnlliplions,  au  contraire,  la  premiöre  6quation  par  a' et  la  se- 
conde par  b\  et  retranchons  le  premier  r^sullat  du  second; 
nous  aurons : 

{ab'  —  ba')y  =  ac'  —  ca'\    d'oü    y=-n — r-;- 

ab  —  ba 
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Aiiibi,  le  syslcnic  [I]  a  pour  Solution  le  sysltjinc  : 

cb' — bc'  ac'—ca'  ,^^ 

Les  formulcs  [2]  sonl  los  formulcs  gcnörales  de  la  solulioii. 
l'.llcs  ne  sont  U'igitinies  qiraulaiit  que  {ab'  —  ba')  ii'esl  pas  ögal  ä 
Y.dvo.  On  vörilie  aisciiienl  qu'elles  saliölont  aux  6qualions  dans 
ce  cas. 

21Ö.  Regle  pour  composer  les  formules.  On  obtient  facile- 
nicnt  ces  tbrmules  ä  l'aide  des  reniaiqiics  suivaiiles  : 

1°  Pour  fbrnier  le  denominateur  coinmun  (ah' —  öa'),  on  6crit, 
l'une  ä  la  suitc  de  l'autre,  les  deux  permutations  ab  el  ba  des  deux 
Icltrcs  a  et  &,  en  les  s^parant  par  le  signe  — ,  et  en  accenluant 
la  derni^re  lettre  de  chaque  lerme. 

2"  Pour  former  le  numeraleur  de  la  valeur  de  chaque  incou- 
nue,  on  remplace,  dans  l'expiession  (ab' ~  ba'),  les  cocCücienls 
qui,  dans  les  equatioiis,  inulli[)lieut  celte  inconnue,  pur  le  lerine 
lout  connu  de  requulion  corrcspondanle.  Ainsi,  pour  la  valeur 
de  X,  on  remplace  a  et  a'  par  c  el  c' :  el,  pour  la  valeur  de  y,  on 
remplace  b  et  b'  par  c  et  c'. 

216.  Marche  a  suivre  pour  la  discussion  des  formules. 
Lorsque  le  binome  (ab'  —  ba')  n'est  pas  nul,  les  formules  [2j  nc 
donnent  lieu  ä  aucune  difficult6 ;  elles  fournissent  pour  x  et 
pour  y  des  valeurs  determinöes.  Le  Systeme  [I]  a  une  Solution 
et  une  seule.  II  n'y  a  donc  ä  examiner  que  le  cas  oü  ab' — ba'  =  0. 

Nons  supposerons  d'abord  que  celte  egalite  ait  lieu,  sans 
qu'aucun  des  coefficlents  a,  b,  a',  b',  soit  nul;  eile -est  alors  äqui- 
valente ä  la  buivanle  : 

a  b 

ä'~b'* 

laquelle  exprime  que  les  coefficients  des  deux  inconnues,  dans  les 
deux  equationSf  sont  respectivement  proportionnels. 

Nous  examinerons  ce  que  deviennent,  dans  cetle  hypotb&se, 
les  formules  [2] ;  et  nous  chercherons  ä  interpr6ter  les  rcsullals 
en  remontant  aux  cquations  [1]. 

217.  Theoreme  I.  Dans  le  cas  om  ab'  —  ba'  =  0,  les  numcra- 
teurs  des  valeurs  [2]  d^x  et  de  y  &07itnuls  tous  deux  ä  la  fois,  ou  ne 
sont  nuls  ni  Vun  ni  l'autre. 
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Pour  le  prouver,  remarquons  que  la  condilion  ab'  —  ha'  =  0. 
donne  : 

a  ' 

donc,  si  Ton  d6?igne  par  N;,  et  Nj,  les  numörateurs  de  x  et  de  y 
on  a,  en  remplagant,  dans  N^,  b'  par  sa  valeur  : 

^T         ,,      ,  ,      cba'       ,  ,      cba'  —  abc'      b(ca'  —  ac') 

N,  =  cb  —  bc  = bc  = =  — ^ ^ . 

a  a  a 

Ov,  {ca! — ac')  est  6gal  au  num^rateur  de  y,  cliange  de  signe; 
donc  : 

Comme  &  et  a  ne  sont  nuls  m  Tun  ni  l'autre,  on  conclut  de  lä 
que  si  Ny  est  nul,  N,  Test  aussi ;  mais  que,  si  N^  n'est  pas  nul, 
Nx  ne  peut  l'etre  non  plus.  G'est  ce  qu'il  fallait  d^montrer. 
II  resulte  de  lä,  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  se  presentent  a  la 

foissous  la  forme  -,  ou  ä  la  fois  sous  la  forme  —. 

218.  Theoreme  II.  Dans  le  cas  oü  ab' —  ba'  =  0,  les  deux  equa- 
tions  [1]  sonl  incompatibles,  ou  elles  rentrent  Vune  dans  lautre. 

Pour  le  prouver,  sul)siituons  ä  b'  sa  valeur  dans  la  seconde 
des  equations  [I] ;  eile  devient : 

ax-\ y  =  c,     ou    aax-\-bay  =  ac  . 

Mais,  en  multipliant  la  prämiere  des  6quations  [1]  par  a',  on  a  : 

aa'x  -f  ba'y  =■  ca'. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  Equations  [1]  sont  äquivalentes  ä  deux 
autres  equations  qui  ont  le  möme  preuiier  membre,  et  dont  les 
seconds  menibres  sont  ac'  et  ca'.  Si  donc  ac'  et  ca'  ne  sont  pas 
egaux,  les  deux  6quations  sont  incompatibles;  maissi  ac'  =  ca', 
elles  sont  identiques.  C'est  ce  qu'il  f  dlait  dömontrer. 

219.  CoNSEQUENCEs.  TLorsquc  ac'  n'est  pas  6gal  ä  caf,  N„  n'est 
pas  nul;  et,  par  suite  (217),  N,  ne  l'est  pas  non  plus.  Donc, 
lorsque  les  deux  öquations  [1]  sont  incompatibles,  lesformules  [2]  se 
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pvcscntcnt  toules  dcux  soiis  la  forme  — .  CcUe  forme  est  donc  le  srjm- 

hole  de  nrnpossibilitc. 

2"  Lorsquo  ac'  =  ca',  N^  est  iiul,  ainsi  qiie  N„  (*^17).  Donc,  lors- 
qiie  les  cquations  [1]  lentrcnt  l'une  dans  rautrc,  lesformules  [2]  se 

presenlenl  toutes  dcux  saus  la  forme  -.  Celle  forme  est  donc  le  Sym- 
bole de  Vindettrmiiialion. 

Un  sysl(^mc  de  deux  6qualions  ä  deux  iriconnues  admel  donc 
une  Solution  unicjue  et  delerniinee,ou  bien  il  n'en  admet  au- 
cune,  ou  bien  11  en  admet  une  inOnil6.  Mais  nous  avons  suppos6, 
dans  ccltc  discussion.  au'aucun  des  coelficients  des  inconnues 
n'esl  egal  ä  zero ;  il  nous  resie  ä  examiner  niainlenant  les  cas 
particuliers  oü  quelques-uns  d'entre  eux  seraient  nuls,  en  möme 
temps  que  {ah' — ba'). 

220.  Gas  oij  l'un  des  coefficients  est  nul  en  m^me  temps  que 
{ah'  —ha').  Supposons  qu'on  ait,  ä  la  lois, 

flfe'  — 6a'  =  0,        6'  =  0; 

il  en  r^sulle  que  6a' =  0;  donc  :  ou  a'  =  0,  ou  ö=0. 
!•  a'  =  0,  les  formules  [2J  deviennent ; 

—  hc'  ad 

m 
Donc,  si  d  n'esl  pas  nul,  elles  prennent  toules  deux  la  forme  —  : 

el,  si  c'  =  0,  elles  prennent  toules  deux  la  forme  -.  Or  les  Cqua- 
tions deviennent  alors  : 

ax-\~by  =  Cy        0  =  d 

elles  sont  donc  incompatibles,  dans  le  premier  cas,  puisque  la 
seconde  est  absurde;  et  il  n'en  existe  plus  qu'une  dans  le  se- 
cond  cas,  puisque  la  seconde  est  identique.  Donc,  les  formes 

—  ef  -,  que  prennent  ici  ks  formules^  sont  encore  le  syrnhoky  Vum 

de  IHmpossibüite,  l'autre  de  Vindeterminalion. 
2"  Si  6  =  0,  les  formules  deviennent : 

ad  —  ca' 


^=0'     y= 


» 
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donc,  si  ca'  n'est  pas  6gal  ä  ac',  y  sc  presente  sous  /a  forme  — , 

tandisquea?  prend  la  forme -.C'estune  exception  au  th6or6me 

(217).  Or,  dans  ce  cas,  les  6qualions  devienncnt  : 

ax  =  c,         a'x=c'; 

elles  ne  conliennent  que  l'inconnue  x,  et  elles  donnent : 

_c  _c\ 

a  a 

C  (j 

mais  -n'est  pas  6gal  ä— ,  puisque  ca'  n'est  pas  6gal  ä  ac'\  donc 

Us  equations  sont  incompatibles ;  et  l'impossibilite  se  manifeste  icipar 
les  formes  simultanees  —  et  -. 

Mais,  si  ac'=ca',  les  deux  formules  prennent  la  forme-;  et 
les  deux  6quations  se  räduisent  ä  une  seule  : 

a      a'' 

Celle  eqimion  delermine  la  valeur  de  x,  mais  la  valeur  de  y  reste 
indelerminee.  II  y  a  donc  ici  une  indetermination  parlielle,  qui  se 

manifeste par  la  forme-.  On  doit  rcmarquer  que  cette  forme  af- 

fecte  les  deux  formules,  bicn  que  la  valeur  de  x  soit  parfaite- 
menl  d^lermince. 

Gctte  partie  de  la  discussion  comprend  le  cas  oü  les  coeffi- 
cients  des  deux  inconnues  sont  nuls  dans  une  m6me  equalion, 
et  celui  oü  les  coet'ficlents  d'une  meme  inconnue  sont  nuls 
dans  les  deux  equations.  Nous  n'avons  plus  ä  examiner  que  le 
cas  suivant. 

221.  Gas  oü,  en  meme  temps  que  ab'  —  bci!=0,   le  coeffi- 

CIENT  DE  X  DANS  l'uNE   DES  EQUATIONS  ET  CELUI  DE  y  DANS  l'aUTRE 

SONT  EGAUX  k  ZERO.  Supposons  par  exemple  : 

üb'—ba'  =  0,      a=0,      b'  =  0. 
II  en  r6sultc,  qac  6a' =  0,  c'est-ä-dire  que  [e  second  coetücieiil 
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de  l'une  des  inconmies  est  nul  aussi.  Soil  b  =  0;  alors  les  for- 
miilesdcvirniicnl : 

0  — ca' 

iil  les  ^qualions,  0=c,      a'x=c'. 

Si  donc  ni  c  ni  a'  nc  sont  niils,  la  premi^re  eqiialioii  est  ab- 
surde; et  il  y  n  impossibilUd,  laquellc  se  manifeste  par  les  formcs 

simullanees  -  ^f  -jr- 

Si  c  est  luil,  la  priMniere  c-quation  est  identlque;  la  seconde 
(ItHermijiea;;  üy  a  une  indctermination  partielle,  laquelle  se  ma- 

ni feste  par  la  forme-. 

Si  a'  est  nul,  il  y  a  impossibilite,  bleu  que  les  formules  se  pr6- 

^entent  toutes  deux  sous  la  forme  -. 

1222.  Tableaude  la  discussion.  On  peut  resumer  la  discus- 
sion  precedenle  dans  le  lableau  suivaui  : 

.,     ,   ,~v^n    i        c''' — ^c'  ac'~ca'  ,  ^.      ,,^       .   , 

1.    ab' — ba^^O    >x=:—r, — r-!,y=-r, — r-, ;  une  Solution determmee. 

^      (         ab—ba'  ab' — ba" 

ac'  —  ca:^0,x= — ,y=  — - — ;  impossibilil6. 

0  0 

oc' — ca'=ö,x=  -,  y=^n'  'odöterminalion. 

c  ^ü.x-. y^^—.;  inipossibuite. 

0  0 

c'  =:  0,x=~,        y  =  n'  'ndeterminaüon« 

!,       ,»^n        0          ac' — ca'   .  v-iiA 

ac — ca'^0,a;=. -,  y  = —  ;  impossibilite. 
ac — ca'  ;=;  0,x  r=-,  y  ^- ;  indelerm""^ partielle. 
0/           u 

I  c  ^0,o'^0,E=^,  y  = — ;  imfossibilit^. 

a  =0 1  c'         ■  0 

,,    „    c=:0,  a;= -;,  y  =-;  indeterm""' partielle. 

o=rOi  o  0 

o'=:  0,  *~n'^~n'  '"^possibi-ite. 

223.  Gas  oü  c  et  c'  sont  nuls  a  la  fois.  En  dehors  des  cas 
que  nous  venons  d'etudier,  on  discute  encore  celui  oü  les  termes 
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tüut  connus,  c  et  c',  sont  nuls  ä  la  fois.  Les  formulcs  se  prescn- 
tent  sous  la  forme  : 

0  0 


ab  — ba  ab — ba 

Par  cons6quent,  si  ab'  —  ba'  n'est  pas  nul,  on  a:  a?  =  0,  i/  =  0. 

Mais,  siab'  —  &a':=0,  les  formules  deviennent  :  ^  =  7:>  y  =  Ä- 

Pour  Interpreter  ces  r^sultats,  remontons  encore  aux  6qua- 
tions.  Elles  sont,  dans  ce  cas  : 

(  ax-]-  bij  =  0, 
\  a'x  -\-  b'y  =  0; 

etellos  peuvent  s'^crire  : 

b  b' 

x  = y,         X= rlj. 

b  b' 

Donc,  si  -  n'est  point  egal  ä  — ,  c'est-ä-dire,  si  (ab'  —  ba')  n'est  pas 
a  a 

nul,  ces  equations  n'unt  d'autre  Solution  quex  =  0,  y  =  o.  Mais 

si  -  =  -,  c'est-ä'dire,  si  ab' —  ba'  =  0,  les  deux  equations  rentrent 
a      a 

fune  dans  l'autre;  ü  y  a  indetermination,  laquelle  se  manifeste  par 
la  forme  -.  11  faut  remarquer  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  rapport 
des  inconnues  est  determine ;  car  on  a  : 

--=  —  -=  —  - 

y  a  a'* 

§  III.  Disüussion  sommaire  des  formules  geuerales  de  resolution 
d'un  systfeme  de  trois  6quations  ä  trois  inconnues. 

224.  Formules  generales.  Une  6quation  du  premier  degre  a 

trois  inconnues  o;,  y,  z,  ne  peut  renfermer  que  quatre  especes 

de  termes,  savoir  :  destermes  en  x,  des  termes  en  y,  des  lermes 

eil  z,  et  des  termes  tout  connus.  Le  Systeme  des  trois  Equations 

1  pourra  dojic  toujours  se  ramener  ä  la  forme  : 

ax  -{-by  -{-cz  =k,    \ 
a'x-\-b'y-\-c'z—k\  |  :[1] 

a"x^h"y-\'d'£=}s!'.  J 
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Employons,  poiir  le  rcsoiidro,  la  ni^lliodc  de  Bezout  (lö-'«); 
niulliplions  la  piriniöro  (''(pialion  pr\r  >,  la  deiixiijme  par  X',  et 
ijoutons  membre  ä  mcmbrc  les  produils  et  la  troisiöme  : 

(flX  +  fl'X'  +  a")  x-}-{b\-{-  b'V  +  b")  y-{-{cl  +  c'X'  +  c")  z 

=  /cX+/f'X'-f /c".  [2] 

Posons  ensuite  : 

fcX+^'X'  +  //'=rO,         cX-j-c'X'  +  c"  =  0, 

d'oü  nous  tirons  : 

c'h"  —  b'c"         ^,_bc"  —  cb\ 
^—  cb'  —  bc'  '        ^  ~  cb'—bd  ' 

et,  subslituons  ces  valcurs  dans  l'^quation  [I],  nous  trouvons, 
toiis  calculs  falls : 


kb'c"  —  kcb"  4-  ck'b"  —  bk'c"  +  bcT  ~  cb'k!' 
ab'c"  —  acb"  -\-  ca'b"  —  ba'c"-^  bc'a" — cb'a" 

On  Irouverait,  par  un  procödö  analogiie,  les  valeurs  de  y  et 
de  z.  iMais  il  vaul  niieiix  lemarqiicr  que  si,  dans  la  prcmi6re 
6qiiation,  on  change  x  cny,  y  en  z  et  z  en  x,  puis  a  en  b,  b 
cn  c  et  c  en  fl,  eelle  6quation  devient :  by  -\-cz-\-ax  =  k,  c'est- 
ä  dire  qu'elle  ne  change  pas.  La  m6me  Observation  s'appliqile 
aux  doux  aiitrcs.  Par  consöquent,  on  aura  y  cn  faisant  ces  per- 
mutalions  dans  la  formiile  qui  donne  x,  et  l'on  aura  z  en  les 
operant  ensuite  dans  la  valeur  de  y.  On  reconnalt  ainsi  que  le 
denominatcur  ne  change  pas,  et  l'on  trouve  le  Systeme  de  Solu- 
tions : 

_  kb'c"  -  kc'b"  -t-  ck'b"  —  bk'c"  -\-  bc'l^'  —  cb'K' 

.    ^  ~  ab'c"—acb"  -\-  ca'b"  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a" ' 
_  ak'c"-  ac'k"-^  ca'k"  —  kac"-j-  kc'a"  —  ck'a" 

abc':— ac'b"-{- ca'b" ^bac"-\-bca"  — cb'a"'  f      ^^'^ 
__  üb'k"—ah'b"^kab"-  ba'k"-\-  bk'a"—kb'a" 
■^~  ab'(f'—ac'b"-{-ca'b"—  ba'c" -\- bc'a"—  cb'a"' 

Ces  formules  no  sont  legitimes  que  si  le  d^noininateur  com 
mun  n'est  pas  nul.  On  verifie  d'ailleurs  ais6ment  que,  dans  ce 
cas,  elles  sati^font  aux  equalions  [1]. 

223.   Regle  pour  composer  les  formules.  Pour  former  le  de 
nominateur  commun,  on  considere  les  deux  permutations  ab  et 
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ba;  on  place  dans  chacune  la  lettre  c  successivement,  ä  üroile, 
au  milieu  et  ä  gauche;  ce  qui  donne  : 

übCy  acbj  cabf    et    öac,  bca^  cba. 

Puls  on  alTecte  la  seconde  lettre  d'un  accent,  et  la  troisieme  de 
deux  accents.  Eiifin  on  donne  alternalivement  les  signes  -f-  et  — 
aux  differerits  termes.  On  a  ainsi : 

D  =  ab'c"  —  ac'b"  +  ca'b"  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a"-. 

On  peut  encore  former  le  d6noininateiir  commun  d'une  aiitre 
maniere.  On  remarque,  en  effet,  qu'on  peut  l'öcrire  : 

D  =  a  {bV — c'b")  +  b  {c'a" — aV)  +  c  {a'b"  —  b'a") ; 

ii  est  done  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient,  en  multi- 
pliant  respectivement  les  coeflicienls  a,  b,  c  de  la  premiöre  equa- 
tion  par  les  differences  {b'c"  —  c'b"),  {c'd'  —  a'd'),  [a'b"—b'a").  On 
forme  d'ailleurs  ces  differences,  en  mullipliani  en  croix  les  coef- 
ficienls  des  deux  autres  6qu.illons  qiii  ne  correspondent  piis  ä  la 
raöme  inconnue  que  celui  qu'on  a  clioisi  dnns  la  premiere.  Ainsi, 
les  coefficients  ^lant  dispos6s  comme  il  suit : 

a',    &',    c\ 

a\    b\    c\ 

1  2 

on  prend  pour  multiplicateur  de  a,  {b'c'  —  c'b"),  x  ;  on  prend 

2  1 
2        1 

ensuile  pour  multiplicateur  de  &,  {c'a"  —  a'c"),  x  ;  on  prend 

1        2 

1  2 

enfin  pour  multiplicateur  de  c,  (a'b"  —  b'a"),  X  •  On  doit  re- 

2  1 

marquer  avec  soin,  que  la  croix,  formte  par  les  lignes  qui  r6uni- 
raient  les  facteurs  que  Ton  Miulli|»lie,  duit  6(re  composöe  allerna- 
tiveinent  dans  des  sens  opposes,  comme  l'indiquent  les  (igiires. 
Lorsque  le  denominaleur  commun  est  formö,  on  oblient  le 
numerateur  de  cliaque  incormue,  en  remplagant,  dans  ce  deno- 
minaleur, le  coelficienl  de  rincünnue  par  le  lerme  tont  connu 
de  re(|iiation  correspondante.  c'esi-ä-dire  en  subslitunnt  k,  k',  k", 
ä  a,  a',  a",  s'il  s'agit  dex;  kb,  b\  b",  s'il  s'agit  de  y,  et  ä  c,  c,  c", 
s'il  »'agit  de  z. 

2üG.  DiscussiON.  Lorsque  D  n'cst  pas  mil,  le  systöme  a  une 
Solution  unique  et  determinöe,  fournie  par  les  formales  [3].  On 
Alo.  B.  !'•  Partie  11 
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n'a  flonc  a  rxnmincr  qiie  lo  cas  od  D  =  0.  Or,  röqnalion  [2],  ap- 
pliqiit''e  succfsHvcriKMil  b.  la  delcrminulion  des  valeurs  de  x, 
de  y  cl  de  z,  duniie  : 

[)x  =  m,     Dy  =  ?i,     Dz=p. 

Si  donc  D  =  0,  et  quhine  au  moins  des  quanlUes  m,  n,  p  nc  soll 
pas  nulle,  Ccqualion  correspondante  est  impossible.  Le  systöme  est 

donc  impossible;  et  Vimpossibilili  se  manifeste  par  la  forme  — , 

qudffccte  au  moins  l'une  des  inconnues. 

.Si.aii  colli laire,  on  a  ä  lafuis,  D  =  0,  01=0,  n=:0,  p  =  o, 
les  equalions  sonl  salisfaitcs,  quels  que  soiont  x,  y,  z;  le  systhme 

est  indctermine,  et  V indctermination  se  manifeste  par  la  forme  -, 
commune  aux  trois  inconnues. 

227.  Gas  ot  les  seconds  membres  des  equations  [1]  sont  nuls. 
Exarriiiions  eiilin  Ic  cas  oü  les  eiiimtiüiis  |)ro[job6es  ne  conlien- 
nenl  aucun  leniie  independant  des  inconnues  :  on  peutles  con- 
siderer  alorscomnie  ayant  lieu  cnlre  les  rapi)orls  des  inconnues; 
et  il  suKil,  pour  dt!!lerminer  ces  rapporls,  d'avoir  une  dqualion 
de  moins  qu'il  n'y  a  d'inconnues.  Ea  effet,  si  nous  considörons 
les  deux  piemieres  6qualions  : 

(  ax  -\-  by  -\-cz  =0, 
{  a'x-\-  b'y-\-c'z=  0, 

elles  peuvent  s'«^crire  de  la  man  lere  suivante  : 

a  -  4-b-  =  —  c, 

z        z  * 

o!\^b'l=.^c\ 

z        z 

X      cb  —  h'c 


et  Ton  en  d6duit 


z      ab' — ba' 


I  1  =  - 


c —  ca 


üb' —  üa'' 


Si,  maintenanl,  on  connplete  le  sysleme  par  la  troisiänfie  ^qua* 
tion,  et  qu'on  y  subsiitue  k  x  ely  leurs  valeurs  en -s,  lir6es  des 


rapporls  -,  -,  on  irouve  : 


Dz  =  0. 
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Donc,  si  D  nest  pas  nul,  il  faut  que  Von  ait ;  z  =  0 ;  ei  par  suite 
X  =  0,  y  =  0.  C'esl  I.i  Solution  dans  ce  cas. 

Si  0  =  0,  la  doriiiüce  6c|aation  est  verifiöe,  qnel  que  soit  z; 
eile  est  iine  cons6quence  des  deux  preinieres  :  il  y  a  donc  inde- 

termination ;  et  cetle  indelermination  se  manifeste  par  la  forme  - 

que  presentcni  les  formules  generales ;  mais  les  rapports  des  incon- 
nues  restent  delermines. 


S  IV.  Discussion  du  probleme  des  courriers. 

228.  Probleme.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  r^so- 
lution  d'iin  [iioblcine  dont  la  discussion  rösumera  loui  ce  qui 
a  6le  dil  plus  haut;  nous  y  trouverons  une  ap|)lication  reinar- 
quable  de  la  lliöoiie  des  quanti;es  ne;:alives,  et  nous  y  rencon- 
trerons  aussi  les  differenls  cas  d'impossibilile  el  d'indetermlna- 
tion  donl  nous  avons  p  irle. 

Deux  C'iurricrs  M  et  M'  parcourent  une  droite  indefinie  XX',  dam 
k  sens  XX',  avcc  des  vitesses  v  et  v' ;  le  courritr  M  passe  en  un 
povit  A  de  cetle  U,gne,  h  hmres  avant  que  le  courricr  iM'  nc  passe 
en  un  autrc  point  A'.  La  disiance  AA'  =  d.  On  demande  le  point  de 
rencontre  des  deux  courriers. 


U"  A  R'  A'  K 


X 


Le  point  de  rencontre  cherchö  peut  6tre,  soit  en  R  ä  droite 
de  A',  soit  eti  R'  enlre  A  et  A',  soit  en  R"  ä  gauche  de  A  ;  sa  posi- 
lion  d6|)i'ncl  des  noinbies  v,  v' ,  d,  h.  II  est  donc  indispensable 
de  distitiguer  pliisieurs  cas. 

229.  1""  Cas.  On  supposev'^V,  et  d>>vh.  Comme  le  rour- 
rler  M  parcourt  v  kilometres  ä  i'heure,  il  parcourra  vh  kilo- 
mfetres  en  /i  beures;  par  suile,  lorsque  M'  scra  pn  A',  M  sera  ä 
nne  disiance  vh  du  puiut  A.  Ainsi  la  condition  d>vli  signifie 
qu'ä  ce  rnouient,  M  ne  sera  pas  encore  anive  en  A';  il  sera  donc 
en  arriere  de  M';  or  il  va  plus  vite  que  lui,  puisqu'on  a  v^v' ; 
donc  il  le  rejoiudra  ä  droite  de  A'. 

Cela  [)()se,  soil  R  le  point  de  rencontre  :  prenons  ponr  in- 
connue  la  distance  A'R  =  a:.  LecourrierM  parcourt  la  disiance 


164  LIVUE  11. 

d  -\-  V 
A\\  =  d-{-x,  dans  un  tcinps -\  le  courricr  M'  paroourt  la 

distance  A'R  =  ic,  dans  le  lemps  -,.  Or,  d'aprös  l'önonce, 

M  pari  de  A,  h  licures  avant  le  inoiiiciit  oii  M'  pari  do  A';  Hone 
M  mel  h  lieiires  de  plus  que  M'  pour  parveuir  au  poiiit  R.  üuiic 
on  a  l'6qualion  : 

i±^-%=h.  [1] 

V  V 

En  rdsolvant  ceUe  6quation  (on  a  soin  de  faire  passer  les  termes 
inconnus  dans  le  second  menihre,  pour  n'avoir  pas  ä  considörer 
des  noinbres  n6gali(s),  on  trouvc  la  fonnule : 

v'ld  —  v/i) 

x  = r-.  [«] 

V — V 


ni 


2oO.  2"  Gas.  On  suppose  v<;v',  d<;vh.  Dans  ce  cas,  au  mo- 
eiit  Oll  le  courricr  M'  est  cn  A',  le  courricr  M  a  dcpassö  ce 
point,  puisque  Ton  a  i7i>d;  il  est  donc  alors  en  avanl  de  M'; 
et  coinme  il  va  moins  viie  que  M',  puisque  v<u',  il  scra  rejoint 
par  lui  ä  droite  de  A'.  Le  poinl  de  renconlre  est  donc  dans  la 
mßme  ri^gion  AX'que  dans  le  cas  pr(^c6denl.  L't^quation  du  pro- 
blcmc  est  donc  la  nißnie  [1].  Mai-,  pour  evilcr  remploi  des  nom- 
bres  n^galifs,  on  r6soudra  cetlc  e(iuaiion  en  faisant  passer  les  i 
termes  connus  dans  le  second  meinbre ;  et  l'on  Irouvera  : 

v'{rh  —  d) 
x  =  -h ■•  [ß] 

231.  3'  Gas.  On  suprose  v>v',  d<Cvh.  Dans  ce  cas,  le  cour- 
ricr M,  au  moment  oü  M'  est  en  A',  a  d6pas^6  ce  point,  puisijue 
vh';>d;  mais  il  va  plus  vite  que  M' ;  donc  la  rencontre  ne  peut 
pas  avüir  lieu  ä  droite  de  A'.  On  cou)prend  ,  d'aiileurs,  qu'elle  a 
du  avoir  lieu  ä  gauche,  avanl  l'epociue  consi(16r6e,  puisque  les 
vilesses  sont  inegales  et  la  route  indölinie.  Mais  alors  deux  cas 
se  pr6senlent :  le  poinl  de  rencontre  esl-il  en  R'  enlre  A  et  A', 
ou  eu  R"  ä  gauche  de  A  ? 

Supposons-le  d'abord  en  R',  et  representons  par  a;  la  distance 
A'R'  :  la  distance  AR'  sera  egale  ä  {d  —  x).  Pour  trouver,  dans  ce 
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cas,  r^quntion  du  problcine,  on  pout  considerer  le  courrier  M 
comine  pariunl  du  poinl  A  ä  tin  certain  insluni,  et  parcourant 

(l     "  CO 

ladislance  AR'dans  untemps ;  au  bout  de  ce  temps,  il 

renconlre  le  courrier  M',  qui,  parlanl  alors  de  R',  parcourl  la 

cc 
distance  R'A'  dans  un  nouveau  tcmps  -7.  Ainsi,  lorsque  ce  der- 

d  —  CT        cc 

nier  arrive  en  A',  il  s'est  ^cüu16  un  temps [-—, ,depuis 

que  M  est  parti  de  A;  et  l'equation  est : 

^I=^+-,  =  /i.  [2] 

V  V 

Supposonsmaintenant  le  point  de  rencontre  en  R".  D^signons 
par  X  la  disiance  A'R";  la  distance  ÄR"siTa  (x — d).  On  peut  sup- 
poser  ici  que  les  deux  couiriers  parlent  ensernble  du  point  R"; 

le  courrier  M  arrive  en  A  apres  un  temps ,  et  le  courrier  M' 

parvient  en  A'  apr6s  un  temps  -.  Et  comme,  d'aprcs  Tenonce, 
M*  a  employe  h  heures  de  plus  que  M,  l'dquation  est : 

^-^=^^  =  /i.  [3] 

Or  on  voit  aisement  que  les  ^qnations  [2]  et  [3],  quoique 

oblenucs  par  des  raisonnemenis  diHerents,  sont  identiques; 

d         cc 
car,  en  separant  les  termes  -  et  - ,  elles  deviennent  toutes 

deux : 

d      ^-1^ L 

V      V      v' 

Ainsi,  quand  le  point  de  rencontre  est  ä  gauche  de  A',  sa  Posi- 
tion, quelle  qu'elle  soit,  est  fournie  par  r6(|uation  [-2]. 

Si  Tou  re>out  celte  equaiion,  en  ayaiitsoin  de  laisser  les  termes 
inconnus  dans  le  premier  mcinbre,  011  trouve  ; 

252.  4«  Gas.  On  suppose  v<;v',  d>vh.  Dans  ce  cas,  le  cour- 
rier M  n'est  pas  encore  en  A',  quand  le  courrier  M'  s'y  trouve, 
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[nii>-'qii(>t7!<;(/.  Ainsi  M  est  .ilors  eii  arricre  do  M' ;  et  comme  il 
va  iiio'ms  viie  i|Ue  lui,  il  iie  le  i'cjoiiKlra  pas  ä  dtoiUi  de  A'.  Mais, 
puisipie  les  viicsses  sont  inögalcs,  la  reiicnnlie  a  du  avoir  lieu  h 
gaiiclu?.  L'(>(|uaiioii  du  prublöine  est  doiic  ciicnit;  r^qualion  [2]. 
SeidfiiicMil,  [lour  la  fösoinlre,  oii  l'cra  p  isser  les  Icrmes  iiiconniis 
daiis  le  SLCüud  ineiubrc,  et  l'ün  Irouvora  la  roniiule  : 

235.  DiscussiON.  L'L'qnalinn  [1]  et  ies  formiilos  [«]  et  [ß]  con- 
vicniieiit  aiix  cas  oü  le  point  de  foucoiili'ü  sc  Iroiive  ä  dioitc  du 
point  A'.  Or  Ies  deux  tbrmules  [a]  et  [ß]  ne  dilTcrenl  pas  l'unede 
Taiitr-c,  si  l'oti  coniinue  ä  adiiiellre  Ies  convciilioiis  (^1);  car 
leurs  nuiii6n»leiirs  sonl  (ügaux  et  de  sif^nf-s  coiilraircs,  a'insi  que 
leurs  d6iioiiiiriateurs.  On  petitdonc  suppiimer  la  forrriule  [ß]  et 
ne  coDsiderer,  pour  Ies  deux  prcrniers  cas,  que  la  foruiule  [«]. 

L'^quatiuM  [2]  et  l<s  luruiuies  [y]  el  [o]  s'appliquiTil  aux  cas 
oü  le  point  de  rencontre  est  ä  j;auclie  du  point  A'.  Or-  ces  deux 
foruiülfs  sonl  aussi  identi(|ues,  eu  vertu  des  conveiilions  [41]. 
Düuc  uu  peut  se  cunteuler  de  l.i  Ibrinule  [y]  puur  Ies  deux  der- 
niers  eas. 

D'un  aulre  cötö,  l'equalion  [2]  ne  difl^re  de  requalinn  [1]  que 
par  le  elung^euient  du  si-^nedc  x;  el  Ies  roriuules[a]  el  [Y],ayant 
des  d(^uuniiualeurs  egaux,  el  des  uurnerateurs  ('-^aux  et  di'  si^nes 
coniraires,  donuent  pour  a;,  en  vertu  des  couveulions  (41),  des 
valeurs  6;:a!es  et  de  si^mes  coniraiies. 

D'inc  l'i qualion  [1]  el  la  formiile  [t],  qui  la  rcsout^  s'appliqm- 
ront  aux  quaire  cas,  pourvu  que  Ion  convlcnne  de  porler  ä  gauche 
de  A'  la  Inngueur  vieswee  -par  ia  valeur  de  x,  lorsque  celle-ci  sera 
negative. 

234.  Cas  particuliers.  Nous  avons  suppos6  ju'^qu'ici,  que 
Ton  a  u^  v',  dt^  vli.  Exairiinonsmaiuleuanl  lescasoüces  inöga- 
lit6s  se  Ij'auslbrujerit  eu  egaliU^s. 

1»  Si,  (I  =vli,  saus  que  v  soü  egal  ä  v',  la  formule  [«]  donne  : 
x=0;  c'esl-ä-du'e  (jue  la  dislauc?  du  poiiil  de  reueonlre  au 
pouit  A'  est  nulle,  ou  que  Ics  deux  coürrii-rs  sonl  ensemhic  en  A'. 
On  voil,  ä  priori,  (pi'il  doii  eu  elre  ainsi  :  caf,  pui>que  vh  =  d, 
M  arrive  en  A' en  rnöuie  lemps  que  M';  et,  puist^ue  Ies  vilesses 
sonl  inegales,  ils  ne  sont  enseuible  qu'en  ce  poiut. 
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2*  Si  v  =  v',  Sans  que  d  soitegal  ä  \\\,  la  formule  [«]  donne : 
—  -.  Gelte  forme  est(21ö)Ie  Symbole  de  l'iinpossibi- 


0 

lite.  On  doit  donc  affirmer  quo,  dans  ce  cos,  les  courriers  ne  se 
renconireroni  Jamals.  G'est  ce  donl  il  est  (ai-ile  de  se  convaiticre 
äpriori;  car,  puisijue  d  ii'est  pas  egal  ä  vh,  les  eoiirrit  rs  ne  sont 
pas  ensemble  au  point  A';  et,  puisqu'ils  orit  la  meme  vitesse,  la 
distance  qui  les  s^pare  est  toiijours  la  m6me. 

3°  Sirona,älafois:\  =  \',  d=vli,la  formule [al donne :a;=-. 

Cette  forme  est  ordinairemcnl  le  symbole  del'ind^terminaiion, 
On  peut  donc  penser  quf,  da7is  ce  cas,  les  dcux  courriers  sont  tou- 
jours  ensemble.  Mais  il  faut  le  vörilier  ä  priori,  et  cela  est  lacile; 
car,  puisque  d  =  r/t,  ils  sont  ensemble  au  puint  A';  et,  puisque 
leur  \ilesse  est  la  metne,  ils  ne  sc  söpareront  Jamals. 

Ainsi,  meme  dans  les  cas  patticuliers  oü  r^iin.'.lion  e*  la  for- 
mule cessent  d'exister,  on  penl  dunner  aux  symbolcs  que  Ton 
rencontre  une  interpretiition  qui  fournit  la  Solution  verilable. 

23o.  Nous  ne  ponsserons  pas  plns  loin  la  discnssion  de  ce 
Probleme;  nous  en  avons  dit  assez  pour  indii|Uer  la  marcbe  ä 
suivre.  Nous  cngagcons  le  lecleur  ä  fiire  d'autres  h\pniheses  : 
par  exeniple,  ä  supposer  que  le  courrierM.'  marchede  X'vcrsX, 
ou  que  le  conrrier  M  passe  cn  A,  h  heiires  apres  que  le  cour- 
rier  M'  est  passe  en  A'.  En  conslriiisant  directernent,  [)our  cha- 
cune  de  ces  bypolböses,  Tiqualion  et  la  lormule  qui  l;>  resout, 
il  trouvera  loujours  (|ue  requ.ition  [1]  et  la  fornmie  [a]  sont  ap- 
plicables, pourvu  qn'il  regarde  comuie  negatives  les  grandeurs 
dont  il  aura  chauge  le  sens. 

EXERfICES. 

I.  Quf'lle  relation  faut-il  supposer  entre  A,  B,  A',  B',  pour  que  l'expression, 

A*+  B       .,  ,        .    j.        ,  ,       „ 

TT — r-TTn  ait  une  valeur  independante  de  x? 
Ax  +  B'  ^ 

A        B 
II  faut  que  Ton  ait :  -,  =  -  ou  bien  B  — 0,  B'=rO. 

II.  Quelles  relations  faut-il  supposer  entre  A,  B,  C,  A',  B',  C,  pour  que  l'ex- 

pression,  .,'    ,  -;  — -^,  ait  une  valeur  independante  ä  la  fois  de  a;  et  de  u 
A  X  4-  B  1/  -J-  G  '^  ^ 
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.,       =  ABC 

I)  faul  que  1  on  alt :  p~ii'~C'' 

On  (Icmande  encore,  si  l'expression  peut  Ctro  inddpendante  de  x,  sans  16tra 
de  y.  Nun. 

III.  Trouver  une  progression  par  di(T6rcnce,  dans  laquelle  il  existe  un  rapport 
constint  rntre  la  sommc  des  .t  premiers  Icrmes ,  et  la  somme  des  l:x  lermes  sui- 
vants;  k  ctint  donne,  et  r  pouvanl  premlre  toutes  les  valeurs  cnli'res. 

II  y  a  une  infinite  de  progiessiuiis  qui  Kpondent  ä  la  qucstion.  Ce  sont  Celles 
dont  la  raison  est  double  du  premier  terme. 

IV.  Discuter  les  formules  de  risolution  de  tiois  dquations  ä  trois  inccnnues. 
On  disiinguera  les  cas  suivants  : 

1°  Los  deux  premicres  ^quations  peuvent  6lre  incompatibles,  quelle  qua  seit 
la  troisiOme. 

On  trouvera,  pour  ccla,  les  conditions  -.  —=77=-,,  et  bk'  —  fc^y'^O. 
*^  '  a'      b'      c  ^ 

2°  Les  deux  premi&ies  peuvenl  eire  incompatibles  avec  la  troisicme. 
II  faudra,  |iour  cela,  que  le  dencminateur  commun  seit  nul,  et  que  le  num6- 
rateur  d'une  des  inconnucs  ne  In  soil  pas. 
3°  Les  deux  premieres  equations  peuvent  rentrer  l'une  dans  l'autre. 

,1  f     1  1  ,,        ■,     a       b       c       k 

II  faudra,  pour  cela,  que  I  on  ait  :  -;=— ==-7:=— ,. 

CL  0  C  K 

4"  La  troisieme  peut  rentrer  dans  Ips  autres 

Il  fallt,  pour  cela,  que  le  denominateur  commun  soit  nul,  ainsi  que  le  numö- 
rateur  dune  des  inccnnues. 

V.  Determiner  les  conditions  necessaires  et  suffisintcs,  pour  que  le  probleme 
du  n°  190,  relatif  ä  des  reservoirs  qui  sont  remp  is  par  des  robinets  el  par  la 
pluie,  devienne  impos-ible  ou  indelermine.  On  rendra  compte,  d  priori,  de  l'im- 
possibilite  ou  de  rindetermin.ition. 

H  S 

On  trouve  que  la  condilion  d'impossibilite  est  — =  -,;  et  que  si,  en  outre,  on 
a  :  vs'l'^=i'sl,  le  probleme  est  indelermine. 

VI.  Si  i'on  considere  les  equations  : 

,nx+lnj=e,  .j, 

a'x  +  b'y  =  c\ 

[x  =  at  -\-  &u  ,  r^, 

et  que  1  on  pose :  {  ,.  ,  ^,  [2] 

on  obtienl,  par  cette  Substitution,  deux  equations  en  t  et  en  «.  On  propose  de  v6ri- 
fier,  qiie  le  d6nomin:iteur  des  valeurs  de  (  et  de  u,  qu'on  en  deduit,  est  le  produit 
des  d6nominateurs  que  i'on  trouve,  en  resolvant  les  Equations  [IJ  par  rapport 
ä  «  et  ä  y,  et  les  6quaiions  [2]  par  rappjrt  ä  t  et  ä  u. 
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VII.  Möme  question  pour  les  6quations : 

ax  +by  +CS  =k  , 

a'x  +  h'ii  +  c's=kf ,  [1] 

a'x  +  b''y  +  cz"  =  k^, 

Ix-=a.t  +ßu  +  Y»  ; 
y  =  a't  +  ß'u  +  Y*»  ,  f2j 

^  =  a''t  +  ß"u^-Y"y. 

Ces  deux  exercices  n'ofTrent  que  de  simples  v6rifications  de  calcui. 


UVRE  III. 

DES  EQUATIOXS  DU  SECOND  DECRfi. 


CnAPITUE    I. 

DES  EQUATIONS  DU  SECOND  DEGRE  A  UNE  liVCONNUE. 

230.  Forme  generale  d'une  equa.tion  k  une  inconnue.  Une 
6qualion  ä  une  inconnue  x  est  du  second  de^re,  lors(|ue  ses 
deux  nnemhies,  6lant  entiers/'n  x,  conliennent  le  carre  de  l'in- 
conruie,  el  n'en  conliennenl  pas  une puissance  sn|)örieuie.  Gelte 
6qualion  ne  pcut  donc  renfermcr  quo  trois  sortes  de  tcrmes  : 
savoir,  des  termes  qui  conliennent  lu  carte  de  x,  des  terniesqui 
conliennent  sa  prcniiöre  puissance,  et  des  lerniesindr>pcndants. 
Par  conseqncnt,  si  Ton  Cait  passer  Ions  les  lernies  dans  le  pre- 
mier  nieuibro,  el  qne  Ton  reinisse  en  un  seul  Ions  les  termes 
en  a^,  en  un  seul  lous  les  lennes  en  x,  et  en  un  seul  tous  les 
termes  connus,  l'tqualion  jirend  la  forme  generale, 

ax^-\-bx-\-c  =  0; 

a,  b,  c  (^tantdes  nombres  donn^s  qui  peuvent  6tre  positifs  ou 
n^'gatifs.  Par  exemple,  l'eqnation, 

2   ,  rr*      „    ,    2a;*       26a; 
5^  9  ^3  15' 

se  transforme  snccessivement  en  les  6quations  suivantes  : 

--— +3x4-— -8---0, 

5a;'  —  30a;'  +  1 3  5a; +7  8a;—  360—  18=0, 
—  25a;'+  2 1 3a;  —  378  =  0, 
25a;'— 213a; -f  3  78  —  0. 

Les  Solutions  de  requalioti  du  second  dcgr6  se  nomment  ses 

racines» 


j 
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Le  coefficient  a  ne  peut  pas  etre  iiul;  car  reqnatlon  cesscrait 
d'6lre  du  seconrl  di'gre;  mais  les  codliciLMils  6  el  c  pcuveiilOlie 
^gaux  ä  z6ro.  L'6qiialiün  prend  alors  l'une  des  lürmes  : 

öa;*-j-c=0,     ax^-\-bx:=0. 

On  dit,  dans  ce  cas,  qu'elle  est  incomplete. 

§  I.  Resolution  de  l'equation  du  second  degr^ 

237.  Casou  l'eqüatjon  est  de  la  forme  go;^  +  c  =  0.  Lorsque 
r^qualion  du  second  degr6  se  presenle  sous  la  forme, 

ax^-\-c—0,  [1]  • 

on  pent  la  considerer  comme  iiiie  ^quation  du  premier  degr6 
dont  i'inconnue  serait  x^ ;  et  Ton  en  tire  : 

x-  =  —  -. 

a 

Si  donc est  un  nombre  posüif,  ce  nombre  est  le  carr6   de 

a 

I'inconnue.  La  vakur  de  x  est  donc  la  racine  carree  de ; 

a 

et,  comrne  cette  racino  (96)  a  deux  valeui's  egales  et  de  signes 

contrairct,  on  a  deux  solulions  : 


-'=+\/-?       ^'  =  -\h^a 


m 


Si,  aucontraire, est  negalif,  il  n'y   a  pas  de  nombre  posilif 

ou  n^'g.ilif,  (loiit  ce  nombre  soll  le  carr^  (96).  L'cquoiion  [1]  n'a 
donc  pas  de  Solution.  Ci'pendanl  on  dit  alors,  qu  die a deux  racines 
imayiiiaires,  ieprcse[il6es  par  les  formules  [2]. 

2Ö8.  Gas  ou  l'equation  est  de  la  forme  ax-  -\-bx=0.  Lors- 
que  le  trniie  iiid^peadaiit  de  x  est  nul,  i'öciuuliun  se  niösonte 
sous  la  forme  : 

ax''-\-bx=0;  [1] 

on  peut  alors  mctlre  x  cn  factenr,  et  dcrirü : 

x{ax-\-b):=0. 

Or,  pour  qu'un  produit  de  deux  fucteurs  soit  nul,  il  faut  et  il 
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suflU  que  Tun  des  deux  facteurs  soit  iiul.  On  aura  donc  toutes 
les  Solutions  de  röqualion,  cii  posanl : 

a;  =  0,       ax-{-b=0, 
6qualions  du  prcmicrdcgrö,  donl  les  Solutions  sont : 

a;'=0,      x"=—-,  [2] 

Ainsi,  l'equation  a  deux  racineSy  dont  l'une  est  toujours  nulle. 

250.  Resolution  de  l'equation  complete.  Considerons  maln- 
tenanl  l'öqualion  complete, 

ax*-\-bx+c=0.  [I] 

Poiir  la  rcsniidre,  on  cherche  ä  la  ramener  ä  la  forme  [1]  du 
n*  257,  (Innslaquelle  le  prcmior  mcmbre  est  uncarröcontenant 
riticoniiue,  et  lescconri  est  loiit  connu.  A  cef  cffof,  on  mulliplie 
les  deux  meml)resp;ir4a(ce  quiesl  permis  (122),  puisquean'est 
pas  nul);puis  on  fail  passer  kac  dans  lesecond  inembre,eiron 
oblient  requation  öquivalenle  : 

4a'a?'  -\-  kabx = — kac, 

On  reconnait  alors  sans  pcine,  que  le  premier  membre  se  com- 
pose  des  deux  premiers  lernies  du  carr6  de  (2aa;-|-f;),  et  qu'il 
ne  manque  que  b^  pour  compleier  ce  carr6.  Si  donc  on  ajoute 
b*  aux  deux  membres,  rcqualion  devicnt  : 

ka"^  x^-{- kabx -{-b^  =  b'^— kac,     ou     {2ax -\- b)*  =  b* — kac. 

Elle  a  ainsi  la  forme  cbercli6e :  (6* — kac)  est  le  carr6  de  {2ax'\-b). 
Si  do)ic  {b^  —  kac)  est  posiiif,  la  valeur  de  {2ax-{-b)  sera  la  racine 
carröe  de  ce  nombre;  et  comiiie  cetle  racine  a  deux  valeurs 
6gdles  et  de  signes  contraires,  on  aura  indifferemment  : 


2ax-\-b  =  -\-^b'  —  'i.uc,        2ax-{-b  =  —  \/0''  —  kac; 
6quations  du  premier  degrö,  d'oü  Ton  tirera  : 


,_ —  b  4-  sjb'^     kdCy  ., —  b —  yjl)'^  —  kac 

ta  3ia 

L'equation  a  donc  deux  Solutions .  On  indique,  en  g6n6ral,  cette 
double  valeur,  en  6crivant  de  la  nianiere  suivanle  : 


—  6rtz  Jb''-      kac  r„. 
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on  sous-cnlend,  que  +  y//)^  —  kac  roprcsente  la  valeiir  positive 
du  radical,  etque —  \/b'-  —  kac  represente  sa  valour  n^ijaiive. 

5i,  aucoiUraire,  la  quantUe  (h* — 4;ic)  est  negative,  y/b'^  —  ^ac 
ne  ivpr<^sente,  d'apres  nos  Conventions,  aiicun  noiiibre  posilif 
ou  nrg.ilif,  ctVequatmi  proposeen'adm't  aucune  Solution.  G'jpen- 
dant  on  dil  alors,  qnellea  deuxracmes  imayinaireSy  reiwc^eiAces 
par  la  foriinile  [2]. 

II  pourrait  arriver  que  (h* — 4ac)  füt  egal  ä  zero;  dans  ce  cas, 
lesdenx  v.ilpurs  dev/ö' — 4ac  se  röduisentä  zt'^ro;  röqiiation  de- 
vierit  :  {1ax-\-bf^=0,  et  lesracines  deviennent,  l'uneetraulre: 

x=  —  -—.Vequation  n'admet  donc  quhme  Solution.  On  dit  ce- 
pendant  encore,  qu'elle  a  deux  racines,  maisqu'ellcssont  egales. 

240.  Une  equation  du  deuxieme  degre  a  toujours  deux 
RACINES.  Kn  rösnine,  on  voil  qu'une  ^qnalion  du  second  dej^r6 
adrnet  qudquefois  deux  Solutions,  qiielqiiefois  une  seule;  et 
quelqut  fois  enfin,  eile  n'en  adinel  aucune.  On  dit  cepcndant, 
qu'elle  en  adinet  toujours  deux,  qui  peuvenl  6tre  reelles  et  dif- 
fereiites,  reelles  et  6-fales,  ou  ini.igiiiaires.  II  peut  seinbler 
pueril,  au  preinierabord.dechoisir  ainj>i  une  forme  di'Mournee, 
pour  aflirtner,  dans  tous  les  eis,  l'existence  de  deux  racines,  qui 
n'en  fxistent  pas  pour  cela  davant.ige.  Ces  locutioiis  et  Tinlro- 
duclion  dans  les  calculs  des  nonihres  imaginairessont  ce|)endant 
une  consetjuence  de  l'esprit  degön^ralisalion  qui  regne  en  al- 
gebre.  II  serail  impossibln,  en  eird,  d'operer  sur  des  expres- 
sions  liltevaks,  si  la  forme  des  rösullals  changeait  avec  la  valeur 
nuineritine  deslettres.  II  faudrai;,  h.  chaque  instant,  diviser  et 
subiliviser  les  questions,  pour  obienir  les  formules  correspon- 
dantcs  ä  teile  ou  teile  hypolliese.  L'adoption  des  nombri's  nöga- 
til's  et  im;iginaires  a  pour  bul  d'eviter  cet  inconvenicnt.  Dans 
une  quesliou  parliculiere,  l'introduclion  de  ces  rionibns  n'au- 
rait  aucune  ulilile;  mais  dans  l'^tude  g(^n6rale  d'une  classe  de 
quesljons,  ils  permeltent  d'cxprinier  et  de  dömontrer,  en  une 
fois,  des  regiesei  des  rösultals  quiexigeraient,  sanscela,  des  d6- 
monsliations  et  des  formules  disiinctes. 

241.  Definition  DE  l'expression  imagtnaire.  On  d(''signe,  en 
g^neial,  sous  Ic  noui  f^expression  imaginaire,  la  racine  c;irree 
d'un  noaibie  negalif.  11  ne  faul  ailaclierä  celle  loculion  aucune 
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i(l('^o  relative  k  la  mrsure  dos  grandonr?.  Une  expression  imagi- 
naire,  seiiihlahlo  en  cla  ä  iin  nomhre  iiöjiaiif,  ni'  rrpr^senlc 
ancune  giaiidnur.  Mais,  de  inrme  quo  los  opöraliüiis  f.iiles  sur 
los  noiuhies  nögalils,  los  oporalioiis  roialives  aiix  cxiuossions 
inia;:iiiaires  royoivt'iilconvenlioniit'llomfnl  Uli  sens,  et  devleii- 
iioiiluu  moyi'H  piöcicux  de  göiioialisaiioti. 

La  premicre  de  ces  convnilions  consiste,  eii  cequele  carri  de  Vex- 

])rcssionyJ — A  est — A. 

Pour  dcßnir  ks  autres  Operations,  onconvient  d'appUquer  auxex- 
pressiovsimnginairestoulea  lesregles  demontrees  gencralcmcnt  pour 
Ics  qnavtiies  reelles.  (Oii  donne  le  nom  de  rdels  aux  iioinbies  po- 
sitifs  Ol  n^galif?). 

242.  Forme  des  bacines  imaginatres  de  l'equation  du  se- 
COND  DEGRE.  Los  raciiion  ima:;inairos  de  röqnalion  du  second 
dcyre  soni,  d'aprösce  qui  prcc^de,  dos  exptossions  de  la  forme 
A.-\-\/ — li,  B  represcnlanl  un  noinbre  positif.  Si  Ton  dd'signe 
pai-  b  la  meine  carroede  co  noinbre,  de  tolle  sorte  qua  Ton  ait, 
B=:b'^,  roxpipssion  imaginairo,  qui  repr^senle  la  racine,  de^ 
vient  A+ y/— '^S  ou  k -{-\f'b'^x{—l).  Puisqne  Ton  convient 
d'ap|)liiiiur  anx  opöralions  relalivos  aux  exprossions  iniaginai- 
refc  toules  les  rö;i!es  döaiontrces  g^noralcment  pour  Ics  noinbres 
r6ols,  ori  fora  sorlir  le  facteur  6*  hors  du  radieal,  comine  s'il 
s'agissail  de  la  raeinecairee  dun  produit  posilif;  et  l'ün  6crira 
rexpressioii  ainsi : 

A-j-6v/^^- 

D'apres  cpla,v/ — 1  sera  le  seul  facteur  imnsxinaire,  qui  entrera 
diins  une  cxiirossion  imaginairo.  Ou  le  dednira,  en  disant  qu'il  a 
poiir  carr6 —  1. 

En  general,  comine  nous  l'avons  dit,  les  rö^^los  d6montr6es 
pour  los  nunibres  r6els  serviront  de  dölinitiou,  dans  ce  eas  nou- 
veau,  aux  Operations  qui,  sans  cela,  n'auraienl  aucun  seus. 

245  Regle.  La  formule  [2]  fournit,  dans  tous  Ics  cas,  les  ra- 
eines  de  rcqnation  [1].  Ello  monlrequi', pour  les  obknir,  ojiprend 
le  coefßcient  de  x,  api^es  avoir  change  son  signe;  on  lui  njoute  et 
Von  cn  retranche  scparement  la  racine  carree  du  nombre  forme,  en 
soustrayant  du  carre  de  ce  coefficient  le  quadruple  produit  du  coef- 
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ficient  de  x'  parle  terme  independaiit;  puis  ondivise  le  resuUatparle 
double  du  coefßcünt,  de  x*. 

244.  SiMPLiFiGATioN.  II  aiTive  qnelqiiefois,  que  cctte  formule 
et  la  r^yle  qu'clle  exprime  se  siin|(lilie(it  leg^reinent. 

l"  Soiivenl  le  corflicic-iU  de  x"^  est  6j:al  ä  l'unite ;  an  peut  tou- 
jours,  d'ailli'uis,  aniencr  celte  circoiistance,  en  divisantles  deux 
membrcs  par  a.  L'equalion  prend  alors  la  forme  : 

x^-\-px  +  q=0.  [3] 

On  peut  r^soudre  directemenlcetle  cquation,  en  faisant  passer  q 

dans  le  second  membre,  puis  en  ajoulanl^auxdeux  membres, 

et  en  extraynnl  les  racines  des  resullats,  coinme  on  l'a  fait  au 
n"  239.  M.iisil  <  st  plus  simple  de  dödiiire  la  nouvelle  formule 
de  la  formule  [2],  en  y  faisant  a=l,  b=p,  c=q;  eile  devient  : 


-p±vV-47 
X , 

ou,  en  effectuant  la  division  du  radical  par  2, 

II  faut  savoir  par  cceur  la  formule,  sous  cctte  dorniere  forme, 
etTemployer  loutes  les  fois  que  a=l.  Elle  niontre  que,  pour 
resoudie  l'equalion  [3],  il  faut  prendre  la  moilie  du  coef ficient  de  x 
change  de  signe,  puis  ajouter  et  retrancher  successivement  la  racine 
carree  du  nombre  qu'on  oblient  en  soustrayant  du  carre  de  cette 
moilie  le  terme  loul  connu. 

2»  II  peutariiver  que  le  coefficient  b  6e  x  soit  pair.Sil'onmet 
lefacleur2  en  6vidence,  en  posantö  =  2A;,  l'equation  [1]  prend 
la  forme : 

ax*-\-2kx-\-c  =  0.  [5] 

On  pourraitencore  r(!^soudre  direclement  cette  Cquation  par 
la  m6thode  (259).  Toulcfois  on  muüiplicrait  senlcment  las 
deux  membres  pur  a,  et  Ton  foruierait  dans  le  preniier  le  carr6 
de  {ux-\-k).  Mais  il  est  plus  snnple  de  faire  riiypoiliOse  6=2^ 
dans  la  formule  [2];  eile  devient : 


—  2k±\/kk'—knc 
2a  ' 
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Oll,  en  divisant  les  deux  termes  par  2, 


[6) 


Aiiisi,  poiir  trouver  les  racincs  dojis  ce  cas,  ü  fnut  prendre  la 
moitid  du  cocfßcicnl  de  x  diange  de  signc,  ojouter  et  relrancher  la 
meine  carrce  du  nombre  qu'onobtient  en  retranchant  du  carri  de 
alle  moilie  leproduildu  coc/ßcirnt  de  \^ pnr  le  tcrme  independant^ 
et  diviser  le  resuUat  par  le  coefßcient  de  x^  II  ne  faul  jainais  se 
dispenser  de  faire  celte  simplilicalion,  quand  eile  se  prösente. 

245.  Applications.  1°  Soit  l'equation  :  i' — 7x  +  10=0; 
on  aura  : 


1      V  4-^^-2- V  4-2-2'   L„_I 


2      2 


2"  Soit  r^quation  :  3x»+ 14x— 440  =  0; 
on  trouve  : 

_— 7±v/49  +  3.440_  — 7±:v/rÜ59_  — 7±37, 
^—  3  —  3  —        3        ' 

t    ,       —  7  4-  37       ,  „ 
.'=-^^-=10, 

V„      -7-37  44 


f  3  .3 

3*  Soit  Tdquation :  7a;'  —  13x  +  3  =  0; 

on  a: 

!^,_13_+j/85, 
14  _' 
„_  13 -v/85 
t^-        14       • 
4°  Soit  röquation :  a;'— 6j;  +  9  =  0; 

on  a  (racines egales)  :!e  =  3±V'J  —  9  =  3;j    „_^' 

5°  Soit  l'equation  :  2i'  — llx  + 20  =  0; 
on  a  (racines  imagiiiaires) : 

^  — ll  +  v/:^v/~ 

lldry/lil— 4.2.20      llrhv/^^     )  ^  '  H 

„       11— v/äÖy/^  tt 

^- 4 • 

e*  Soit  l'equation  litterale :  2±f +1±^=^  +  ^. 
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Oa  chasse  d'abord  les  ddnominateurs  ;  puis  oa  transpose,  et  Ton  reduit  les 
termes  semblables ;  et  l'on  trouve  : 


,^    ,v  (a'  +  5»)  (a  +  h)  ±  ^(a^ -+-  b')'  [a  +  'O^  -  4a'>  {a  +  b)'  (a  —  b)^] 

2  (a  — 6)2  ' 


(a  +  b)  {a'+b'dr  v'("  — /j)*-t-4a-'öM 
§  II.  Discussion  des  formales. 

246.  Gas  ot  les  racines  sont  reelles  et  inegales.  On  a  vu 
que,  lorsqiie  (b-  —  kac)  est  positif,  r6quation[l]  a  deiix  racines 
reelles  et  differentes : 


,_—b  —  ^/b'  —  tiac  .,_~b4-\/b'-~knc 

On  peut  admettre  que  a  est  posilif;  car  s'ü  ne  l'etait  pas,  on 
changerait  les  signes  de  tous  les  termes,  et  on  le  rendi'ait  ainsi 
plus  grand  que  zero.  Le  denotninateur  des  deux  racines  est 
donc  positif;  et  ces  racines  ont  le  signe  de  leur  nnmerateur. 

Or  c  peut  6lre  posilif,  nul  ou  iiögntif.  Si  c  est  posilif,  [b^^kac) 
est  plus  petit  que  b"^;  et  par  suite  v^6* — kac  est  plus  pelit  que  la 
valeur  absolue  de  ö:  donc  c'est  le  tenne  — b  qui  donne  son 
signe  aux  nunieratours  :  donc,  Jans  ce  cas,  les  deux  racines  ont 
le  meme  sifjne,  qui  est  celui  de  — b.  Si  c  est  negatif,  (b-  —  kac)  est 
plus  grand  que  6*;  le  rarlical  est  donc  plus  grand  que  la  valeur 
absolue  ae  la  quanlitö  qui  le  precede,  et  il  donne  son  sinne  aux 
num^rateurs  :  les  deux  racines  sont  donc  de  signes  contraires;  et 
la  plus  grande,  en  valeur  absulue,  est  a/,  si  h  est  positif,  et  x",  si 

est  negalir.  Dans  le  cas  particulier  oü  c  =  0,  v'6^—  lac  est  egal 

la  valeur  absolue  de  &  :  par  suite,  a;'= — ,  et  x"=0,  si  b  est 
positif;  a^=0,  3C"=. ,  sih  est  negatif. 

247.  Gas  ot  les  racines  sont  reelles  et  Egales.  Lorsqut 
(b' — 4ac)  =  0,  on  sait  que  les  deux  racines  sont  Egales,  l'ur.e  et 

l'autre,  ä  — —  :  elles  ont  donc  un  signe  contraire  ä  celui  de  b. 

Alg.  B.  1'''=  Partie.  12 


X 
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Oll  jKMit  reniaiquor  quo,  daiis  cc  cas,  r^qualion  g6ii6rale  [1] 
peiil  s'cci  iic : 


ax- 


Son  prcmier  mcmbrc  est  un  carrc  parfait,  multipUe  par  a. 

24ft.  Gas  01^  i.ES  RACiNFS  SONT  IMAGINAIRES.  Lorsque  {\i^ — 4ac) 
est  ncgilif,  on  sail  quo  les  raciiies  sonl  imaginaircs;  et,  cn  po- 


sant, =  a,  el  =  ß,  elles  deviennent: 

2a  2a 

Le  preniier  mcmbrc  de  r6(|iintion  pciil,  danscecas,  se  mcUre 
sous  mie  forme  parliculicrc,  trcs-ulile  äcomiuilie.  Eii  cffcl,  on 
a  6videinmeiU  : 

Or  les  trois  prcmiers  tcrmes,  dans  la  parcnlhcse,  composent  le 

/  t  \  linc 6* 

carr6  de  [x-\ —  i ;  et  les  deux  derniers  se  r6diusent  ä » — . 

V       20/  ka^ 

Done  l'equalion  peut  s'(icrire  ; 


(/     ,    ft\»  ,   lioc  —  b'')      ^ 


Mais 5—  est  un  nombre  posilif ,  que  l  on  peut  regarder 

comrae  le  carrö  de  sa  racine  carrt^e.  Done  on  peut  6crire 


2a 


=  0. 


Ainsi  le  premier  membre  est  le  produil  par  a  d*?  la  somme  des  carres 
de  deux  cxpressions  reelles. 

Celle  lurme  monirc  bien  pourquoi  r^quation,  dans  ce  cas, 
n'admct  aucuiie  Solution  :  car  il  n'esl  pas  de  nombre  posilif  ou 
n6;:alif,  qui,  subslilue  ä  x  dans  le  premier  membre,  pui^se  Tan- 
nuler. 

249,  Tableau  de  la  discussion.  La  discussion  pr6c6dcnte  est 
r6suni6e  dans  le  tableau  suivant : 
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I    ^^ni^<^^>  dcux  meines  positives, 
b^  —  kac'^0,      \   -^    (/^>.0,  dcux  racines  negatives. 

2  racines  reelles  et  (  ^  _  q    ^^j^g  racine  nulle,  une  racine  = . 

inegales.         J  ^  ^ 

(c<0  {doux  racines  de  signes  diffcrents. 

&*— 4ac=0.      ( 

I    , „  b        (lo  premier  membre  est 

2  racin.^s  reelles  cii^-^—^R-     [     un  carr6  pai  fait. 
("gales.  \ 

^* — 4a(;<<0.  la;'  =  a  —  ßv^— 1  ^  ( le  premier  membre  est 
2rac.iinaginaires.ia;"=a  +  ßv/^*     j     ^^  sonime  de  2  carr^s. 

2dO.  Remarque.  1°  Lorsque  a  et  c  sont  de  signes  differenls, 
les  racines  sont  toiijours  reilies  :  car  (6^ — kac)  est  alors  une 
somme,  lonjours  positive. 

2°  Pour  que  les  racines  soient  Egales  et  de  signes  contraires, 
11  faut  et  il  suffit  que  Ton  ail :  b  =  0.  En  elfet,  si  «  et  —  a  sont 
les  deux  racines,  on  doit  avoir  ä  la  lois : 

(aoL^-\-bci-{-c  =  0, 
{aa^ — 6a-|-c  =  0; 

d'oü  Ton  tire  par  soustraction  : 

2ba.  =  0, 

ou,  puisque  «  n'est  pas  nul, 

6  =  0. 

Lacondillon,  d'ailleurs,  est  6videmment  süffisante. 

§  III.  Propri6l^s  des  racines. 

251.  Thi^orämr  I.  La  somme  des  racines  de  Vequation  du  second 
degre  est  egnle  au  quolient,  change  de  signe,  du  coef/icient  de  x  divise 
par  le  coefficienl  de  x^ 

Ea  eilet,  si  Ton  additionne  les  formules  [2]  du  n"  259,  on  a  : 

x'-{-x"  =  -K  [1] 

252.  TriEORliME  IT.  Le  prodidl  des  racines  est  egal  au  quolietU 
du  terme  connu,  divise  par  le  cocfßcient  de  x*. 
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Ell  efTet,  nnilliplianl  Ics  füimules  [2]  l'une  par  l'aulro,  oii  a  : 


,  „      {—h  —  sJh^  —  kncM—b-\-yJb'  —  kac)  _b-'  —  {h^—kac) 

OU  x'x"=-.  [2] 

a 

*265.  Remarque.  Ces  deu\  tliroremes  pcuvent  sc  d6inonlrer 
(i  priori.  Car,  dirc  qiic  x'  et  x"  sunt  les  raciiies  de  l'^quation 

ax^ -\- bx -\- c  =  0, 

c'est  diic  qu'on  ;>.  Ics  idenlilos  : 

(ax'--\-  bx'  -j-c  =  0, 
\ax"'-^bx"-\-c  =  0\ 

or,  on  en  lire  par  soustraclion  : 

a  {x"" — x"^)  +  b  {x'—  x")  =  0 ; 
et,  en  divisant  par  {x'  —  x"), 

a{x'-\-x")  +  b  =  0; 

donc:  x'-{-x"  =  —-.  [i] 

Si  Ton  remplace  b  par  —a{x'-\-xf')  dans  la  premiöre  des  iden- 
tit^s  pr6c6denles,  il  vient : 

flic'* — a{x'-X-x")x'-\-c  =  0\ 
d'oü  x'x"=z-.  [2] 

Ces  deux  propositions  sont  fort  importantes;  leurs  applica- 
tions  sont  noinbreuses.  Nous  en  indiqiierons  quelques-unes. 

2o4.   Decomposition  du  Premier  membre  de  l'^quation  du 

SECOND   DEGRE   EN  FACTEURS   DU   PREMIER  DEGRE.  Si  ic' et  0?"  d6si- 

gnent  les  racines  de  r6([uation 

ax'^-\-bx-\-c  =  0,  [I| 

on  a  (233) ; 

x'J^x"=^—^-,     x'x"=-. 
'  a'  a 

Si  l'ou  divise  les  deux  membres  de  l'equation  [1]  par  a,  et  que 
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b      c 
Ton  remplace  -  et  -  par  les  valeiirs  pr6cedentes,  son  premier 

üiembre  devient : 

X*  —  (x'  -f  x")  x-\-x'x''^ 

ou,  comme  il  est  facile  de  le  v6rilier, 

{x  —  x')(x  —  x"). 

Ainsi ,  le  premier  membre  d'une  equation  du  second  degri,  mise  sotis 
la  forme 

a     '  a 

est  le  produit  de  deiix  binomcs  du  premier  degre^  egaux  ä  l'exces 
de  X  siir  chacune  des  racines, 
Si  r^qualion  propos6e  est  de  la  forme  : 
ax^  -\-bx-\-c  =  0, 

c'est  seulement  apr^s  l'avoir  divisee  par  a,  qne  Ton  peut  lui  ap- 
pliquer  le  r^sullat  precedent;  et,  par  suile,  avant  cette  divisioii, 
le  premier  membre  est  egal  ä 

a{x  —  x')(x  —  x"). 

2d3.  Decomposition  p'un  trinome  du  second  degre  en  fac- 
TEURS  DU  PREMIER  DEGRE.  Le  tli6orcme  qui  pr^cede  s'applique 
imm^dialcüicnl  ä  la  dcconiposilion  du  Irinome  du  second  degrä: 
mais  il  peut  se  demoutrer  directeinent  d'une  autre  maniere. 

Consid^rons,  en  effet ,  le  trinome 

ax^ -\- bx -\- c; 
on  a  identiquement : 

or,  on  peut  remplacer  ( ■— -J  par  l'expression  identiquement 

6gale, 

et,  par  cette  Substitution,  l'expression  [I]  devient  le  produit  de 
a  par  la  diff^rence  de  deux  carres,  savoir  : 


"ihtHs/^til- 
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Or,  on  snit  qnc  la  difft'Tence  de  donx  cnrres  est  ög.ile  au  produit 
de  la  sonime  dos  meines  par  leur  dilTi^irnce;  et,  par  suite, 
rexpressiüii  [)rcccdcnle,  öijuivalcnle  ä  ax''- -{- bx -\- c,  peut  s'6- 
crire  : 

ou,  ce  qui  revient  au  möinc, 

et  Ton  reconnait  l'expression  trouvee  plus  haut, 
a{x  —  x'){x  —  x"). 

Code  formule,  quelle;  que  soit  la  maniere  dnnt  on  r^fablisse, 
s'np[»lique  cvidemmenl  au  cns  oü  x'  et  x"  sout  iina/^iiiaires 
(241);  rnais,  dans  cc  cns,  les  deux  facteurs  (x  —  x'),  (a;  —  a/'), 
n'onl  auciinc  valeur  A'ilhiiiöthiue,  et  nous  n'aurons  [)as  occa- 
sion  d'cn  (aire  usage. 

On  nomine  ortWniurement  racines  d'un  trinome  ax^-^bx-{-c, 
les  nombres  qni,  subslitues  k  a?,  le  reduisent  ä  z(iro,  c'est-ä-dire 
les  raciues  de  r^qualion 

ax^-{-bx-\-c  =  0. 

Par  cons^quent,  pour  decomposer  le  trinome  en  facteurs  du  pre- 
mier  degre,  on  detcrmine  ses  racmes,  on  retranche  chacune  d'elles 
de  X,  et  l'on  muUiplle  par  a  le  produit  des  differences. 

SSO.  Probleme.  Les  propri(^t(^s  du  n°  253  fournissent  imm6- 
dialeinent  rc(|ualion  du  socond  drgrd,  qni  permet  de  r(^soudre 
le  problönie  suivant:  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur 
sonime  et  leur  produit, 

Soient,  en  rflel,  S  la  somme  de  deux  nombres,  et  P  leur  pro- 
duit; ces  deux  nombres  sunt  les  raciues  de  l'equalioii 

a;>— Sa;-j-P  =  0; 

car  la  somme  de  ces  racines  est  S,  et  leur  produit  est  P. 

II  i?st  facile,  d'ailleurs,  de  donner  ä  l'c^qnalion  une  forme  qui 
montre,  ä  priori,  la  raison  de  ce  Cait;  on  peul,  en  eilet,  l'^crire 
ainsi 

P  =  Sa;  — a?*,    ou    P  =  a;(S  — a;); 
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et  Ton  voit  que,  rösoudre  ceUe  6r[tialion,  c'csl  trouver  deux 
nomhres  x  et  S — a;,  donl  le  produit  soit  P,  et  donl  la  sooime 
x-\-?)—x  soit  ^gale  ä  S. 

2S7.    DiiTERMINATION,    A  PRIORI,   DES   SIGNES  DES  RACINES.  LeS 

relations,  qui  donnenl  la  sornine  et  le  produil  des  deux  meines 
(2o5),  perrncllent  de  d^lenniiier  leuis  signes,  sans  läsoudre 
requaiion. 

On  voit,  en  effet,   d'apres  le  signe  de  leur  produit  -,  si  les 

racines  sont  de  meme  signe  ou  de  signes  contra ires.  Dans  le 

Premier  cas,  le  signe  de  la  somme apprendra  sl  elles 

sont  toules  deux  positive?,  ou  toutes  deux  negatives.  Dans  le 
second  cas,  l'une  est  pos^ilive  et  l'autre  nt^gative;  et  le  signe 

de Cait  connaitre  le  signe  de  celle  dont  la  valeur  absolue 

est  la  plus  grande.  Ainsi  les  racines  de  l'^quation 

sont  de  signes  coniraires,  car  leur  produit  est  —  4;  et  la  plus 
grande  est  positive,  car  leur  souiuie  est  positive  et  egale  ä  3. 

2SÖ.  Remarque.  Avant  d^apvliquer  les  rcgles  precf^dentes,  il  faut 
s^assurer  que  les  racines  sont  reelles.  Si  l'oa  considere,  par  exem- 

ple,  i'equalion 

o;'  — 3a:+10  =  0, 

on  serait  conduit  (2o5)  ä  regarder  les  racines  comme  toutes 
deux  positives;  car  leur  pro  iiiit  10  est  posiiif,  ainsi  que  leur 
somme  3.  Mais  l'expression  {b^  —  kan)  etant  ici  egale  ä  —  31,  les 
racines  sont  iuiagiuaires. 

2S9.  Probleme.  Le  lh6or5me  de  l'article  233,  dont  on  fait, 
du  reste,  un  us;ige  conlinuel  en  analyse,  permiH  de  r^soudre 
immediatemcnl   la  queslion  sui\aiile  :  former  une  cqualion  du 
second  dcgre,  dont  les  racines  soient  des  nombres  donnes  a.  et  ß. 
L'equaiiun  deuiandee  Cbt  evidemuicnl : 

{x  —  u){x—p)  =  0,       ou      üc^— (a+ß)a;-|-c<p=0; 

etl'on  aperQoit  d'a  lleurs,  ä  priori,  que  le  premirr  mcmbre 
{x — a)  {x  —  p)  s'annule  pour  j;  =  a  et  pour  x=^.  On  voil  aussi 
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que  le  coefficienl  de  x  est  rgal  ä  la  sommc  des  racinrs,  prisesen 
slj;ne  coiiliuiic,  et  quc  le  leniie  loul  cuimii  est  t'j^al  au  pi oduil 
des  raciiies. 

ExEMPLES  .  1«  Quelle  est  Vdquation  du  secoud  dcgre,  doni  Ics  racines  sont : 

2  +  \/Tet2-  v^3? 
La  somme  2  +  ^3  +  2  —  ^3"=  4, 

et  le  proJuit  (2  4-  \''ii)  ('2  —  v'ä)  =  4  —  3=  1  ; 

l'iquation  demandie  est,  par  constquent,  x'  — 4x  +  l=0. 
2"  L'6quatioa  du  second  degrc,  donl  les  racines  sont  (a  +  6)  et  (a  — b),  est  ; 
x^  —  2ax  +  a^  —  b^  =  0. 

§  IV.  Examen  d'un  cas  particulier  remarquable. 

260.  Gas  ou  a=0.  Lorsque,  dansl'6qualionaa;*+6a;4-c  =  0, 
on  suppose  que  a  prend  la  valeur  z6ro,  les  fonnules 


^-  2^  '        "^   -  2^  » 

deviennent :  _  _ 

,     —b-^/b'  „     —h-^^/b\ 

X  = —  ,  X   = —^ —  9 

0         '  0 

c'est-ä-dire,  si  b  est  positif, 

'     — 2ö       ^,      0. 
0  o' 

et,  si  b  est  ndgatif, 

-^  —  ö'     ^  ~    0   • 

Ainsi  l'une  des  racines  se  pr/^sente  sons  la  forme  ind^terminöe, 
et  l'aulre  sous  la  forme  infinie.  D'un  uutre  c6l6,  l'^quation  pro- 
pos6e  devienl : 

bx-{-c  =  0; 

eile  est  alors  du  premier  degr6,  et  eile  n'admet  qu'une  Solu- 
tion : 

_      £ 

u 

Les  forniulcs  g^ndrnTes  scrnblent  donc,  dans  ce  cas,  en  d(^f'aut. 
Reniarquons  d'uhord  que,  si  rcellcmcnt  il  en  6lait  ainsi,  il 
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n'en  faudrait  den  conclure  contre  les  raisonnenients  qui  y  ont 
.  onduit;  carces  raisonnernenls  supposent  exprcsseinent  (239), 
quc  a  ne  soil  pas  nul. 

Gependant  les  valeurs  de  x'  et  de  cd'  satisfaisant  ä  l'öquation 
propos6e,  quel  qua  soit  a,  lorsqne  a  tend  vers  zero,  l'une  d'elles 
doit  approcher  de  la  Solution  de  röqualion 

hx-\-c  =  0.  • 

Elc'est  6videmment,  comme  nous  allons  le  verifier,  celle  qui 

se  pr6sente  sous  la  forme  -.  Considerons,  en  cfTet,  pour  fixer 

les  id6es,  le  cas  oü  h  est  positif.  On  a  : 


^-  Ta  • 

Multiplions  les  deux  termes  de  cette  fraclion  par  l'expression 

—  h — \/b''- — kac,  qui  ne  devient  pas  nulle  pour  a  =  0;  nous 
aurons : 

,,  _  (— b-f  sJU^—kac)  (—b  —  s/b^—kac). 
2a{—b~}Jb''  —  kac) 

en  cffectuant  la  multiplication  indiquee  au  numerateur,  oü  Ton 
remarque  que  Ton  a  le  produil  de  la  soniine  de  deux  nombres 
( — b-\-\^b' — kac)  par  leurdifference  ( — b — v'ö' — kac),  il  vient: 

b^  —  b^-^kac  kac 

2a{—b—yjb'^—kac)      la  {— b  —  \J W' —  kac) 
2c 


—  b  —  yjb'^—kac' 

et,  sous  Celle  forme,  il  est  evident  que,  a  tendant  vers  z6ro,  d' 

s'approche  de  la  valeur  —  ^  ou — -r. 

Quant  ä  la  valeur  de  x\  eile  augmente  övidemment  sans 
limite  quand  a  diminue,  puisque  le  numerateur  lend  vers  — 2ö, 
tandis  que  le  dänominateur  tend  vers  z6ro. 

S  V.  Resolution  de  l'^quation  ax'  +  fcx+  c  =  0,  quand  a  est  tr6s-petit. 

261.  Gkandeur  des  racines.  Lorsque  a  est  tres-petit,  par  rap" 
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port  äh  et  ä  Cy  l'une  des  racines  di/fcre  peu  de  —  r ,  et  Vautre  esl 

e^trtmement  grande.  Crlte  proposition  rösulle  övideniment  de 

ce  qiie,  lorsque  a  tcnd  vcrs  z6ro,  l'une  tend  vers — -,   et    1  autre 

croll  indörmiinciit  (200). 

Oll  peiil  sen  coiivuiiicre,  en   meltant  r<^qualion  proposße 
sous  la  foiine 

a;  \       xj 

En  elTet,  comtne  le  socnnd  mcmbre  est  tr6s-pofit,  on  sntisfera 
ä  celtf  t>qiiaiioii,  en  (Ujimaiil  ä  x  uiie  valeur  coiivenahk,  (|iij  ren- 
dra  träs-pelit  Tun  di^s  lactPiiis  du  prciiiicr,  sans  rcndre  l'uulre 
Irös-graiid.  Pour  ccla,  il  suflira  de  choisir  pour  x  uiie  valeur 

tr^s-grande;  car  alors  le  facteur-  scra  Irös-petif,  et  le  facteur 


('+j)  ^' 


difförerapeu  de  6;  ou  bien,  on  prcndra  poura?  une  va- 


leiir  voisine  de  —  -  ;  car  celte  valeur  reiidra  trös-petit  le  second 

facteur,  tandis  que  le  premier  diffärera  peu  de  — . 

c 

2G2.  Desavantage  des  formules  ordinaires.  La   formule 
generale,  qui  donnc  les  racines  de  l'equalion  ax^-\-bx-\-c  =  Qy 

b  _^  1    , 

se  pr6te  mal  aux  calculs  nnmeriques,  lorsque  !e  coefficient  a  J 
a  une  valeur  trös-pelile  par  rapport  ä  Celles  de  b  et  de  c.  On 
comprend,  en  efl'ei,  qu'apres  avuir  calcule  a|)piuxiniativenienl 
^b^ — 4ac,  si  Ton  divise  le  r^sullat  par  2a,  on  divisera  en  mßme 
temps  Terreur,  qui  se  Irouvera  par  lä  consideiablernent  aug- 
menl6e.  II  est  donc  convcnable  demudilier,  daus  ce  cas,  la  for- 
mule qui  donne  les  racines. 

2G3.  Calcul  de  la  plus  petite  racine.  Nous  nous  occupe- 
rons  seulement  de  la  racine  qui  diflcre  peu  de  —  -•  L'autre se 
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trouvera  ensuite  sans  peine,  puisque  la  somme  des  deux  est 

connue  et  ^ffale  ä . 

a 

De  rdquation  ax^-\-  bx-\-c  =  0, 

on  dediiit:  x  =  — -.  [1] 

Or  a  est,  par  hypothäse,  tres-petit ;  x  eibnL  öOiit  ni  tres-grands 
ni  tr6s-pelils :  donc  la  valeur  de  -r-  est  elle-mßme  Ires-petite  ; 

et  nons  pouvons  la  n^gliger,  et  6crire,  comme  premiere  appro- 

ximation : 

^1  =  -^.  [2] 

L'erreur  commise,en  adoptantcelte  valeur,  est  —  ;    eile  con- 

tient  en  fucteur  la  premiere  puissatine  de  a;  et  Ton  dit,  pour 
Celle  raison,  qu'elle  est  pclitc  du  premier  ordre. 
Si  nous  desigiions  par  ai  l'erreur  cotnmise,  quand  on  prend 

ir  =  —  -,  nous  aurons  exactement : 

a7  =  — ^  +  «1.  [3] 

En  remetlant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'^qua- 
tion  [Ij,  il  vient : 

si  nous  n<^glifreons,  dans  le  second  membre,  le  troisi^me  et  le 
qualrieine  termp,  qui  coniienncnt  en  facteurs  aai  elaa,*,  il  vien- 
dra,  comme  seconde  approximaiion  : 


c      ac^  . 

x,  =  ----j^;  [5] 

«1  6tanl  du  premier  ordre  par  rapport  ä  a,  aai  et  asi'  sont  res- 
pectivctncnt  du  second  et  du  Iroisieuie  ordre,  c'csl-ä-din?  qu'ils 
conlieuüent  o*  et  a»  en  facteur.  Notre  seconde  approximation. 
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fomnie  par  la  fonnule  [5],  nc  laissc  donc  siibsisler  que  des 
enours  du  sccond  ordre;  el   si  noiis  posons,  par  consöquent : 

«,  sera  du  second  ordre,  c'est-ä-dire  que  son  cxpression  con- 
liendra  a*  en  [aclcur. 

Si  nous  remeUons  dans  le  second  membre  de  la  formule  [1] 
la  valcur  de  x  fournie  par  la  formule  [6],  il  vient ; 

C  a(        C  ai:^     ,         Y  rm 


ou,  en  d6veloppant, 


c      ac'       2flV 


b        b^  b' 

Or  a,  etant  du  second  ordre  (c'est-ädlre  conlenant  a^  en  fac- 

teur),  «äO  cl  -j-  seront  du  iroislöme  el  du  cinquienie  ordre. 

Si  donc  nous  nögligeons  les  lermes  qui  las  contiennent,  ainsi 

que-p-,  qui  est  du  troisiöme  ordre,  et  qu'il  n'y   a  dös  lors 

aucune  raison  pourconserver,  il  vient,  comme  troisieme  approxi- 
matioiiy 

c      ac*      2rtV 

^*  —  ~b^V         V'  ^^ 

et  l'erreur  commlsc  n'est  plus  que  du  troisieme  ordre.  II  serait 
facile  de  conlinuer  ainsi  indcüuiment. 

264,  Remarque.  Les  formules  d'approximatioyis  successives  : 


c  c      ac^  c      ac^      2a^c^ 

6'     ^'-~b 


Xt  —       r,      Xi  —        ,         rr,      ^z  —        r 


satisfontaux  condilions  que  Ton  doit  tonjours  s'efforcer  d'oble- 
nir  dans  un  sysleme  d'approximalions  successives. 

1°  Ghacune  s'oblient  de  la  precedente  par  l'addilion  d'un 
lerme  de  correclion. 

2"  L'erreur  qui  subsiste ,  aprös  l'addition  de  chacun  des 
termes,  est  toujours  trcs-pciite  par  rapport  ä  ce  terme. 


DES  tQUATlONS   DU  SECOND   DEGI\fi.  189 

Ell  effet,  quand  on  6crit :  a;  =  —  -,  l'erreur  commise  contient 
n  en  facteur,  et  est,  par  suite,  tr^s-petite  par  rapport  ^  —j- 

C  Q.C^ 

Quand  on  ^crit:  a;  =  — r —,  l'erreur  commise  contient 

0  0^ 

^''  en  facteur,  et  est  Ires-pelite  par  rapport  ä  yj-;  et  ainsi  de 

^uite. 

D'apres  cette  remarque,  pour  savoir  si  la  valeur  obtenue  est 
Irop  praiide  ou  trop  petite,  il  suffira  d'cxaminer  Ic  signe  du 
terme  de  correclion  que  Ton  obtiendrait  en  poussanl  Tapproxi- 
malion  plus  loin.  Gar,  si  ce  terme  est  posilif,  comme  il  l'em- 
porte  sur  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivraieiil,  l'erreur  est 
positive,  et  la  valeur  trouvee  est  trop  laible.  Ce  sera  l'inverse,  si 
ie  terme  de  correction  est  n6i?atif. 


§  VI.  Propriötes  du  trinome  du  second  degrö. 

2G3.  Definition  du  trinome  du  second  degre.  \jn  trinome 
du  second  degre  est  un  polynome  ä  trois  termes,  de  la  forme 

g^n6rale, 

ax^  -\-bx  -\-c\ 

a,b,  c  y  repr^sentent  des  nombres  constants,  positifs  ou  nega- 
tifs,  donn6s  ä  priori;  x  y  repr^sente  un  nombre  vari;ible,  sus- 
ceptible  de  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles.  Lorsque  Ton 
fait  varier  la  valeur  alltil)ii6e  ä  x,  la  valeur  du  trinome  varie  et 
passe  par  differonts  6tats  de  grandeur  qu'il  est  utile  d'eludier. 

Noiis  avons  dej^  dit  (2ot>)  (pi'on  nomme  ordinairement  ra- 
cines  du  trinome  les  racines  de  l'equalion  qu'on  ohticnt  en  6ga- 
lant  le  U'inome  ä  z6io.  Ges  nombres  iieuvent  etre  recls  ou  ima- 
ginau'es ;  si  on  les  designc  par  x'  et  p.ir  x",  on  sait  que  le  trinome 
est  represenle  par  le  produit :  a{x  —  x'){x  —  cd'). 

260.  Theoreme  I.  Lorsque  les  racines  x',  \"  du  trinome  sont 
reelles  et  inegales^  et  qu'on  subslitue  ä  x  un  nombre  cotnpris  entre 
elles,  la  valeur  du  trinome  a  un  signe  contraire  ä  celui  de  son  pre- 
mier  terme;  et  si  Von  remplace  \  par  un  nombre  non  compris  entre 
les  racines,  le  signe  de  la  valeur  du  trinome  est  celui  de  son  premier 
terme» 
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En  cffol,  si  Ton  siipposc  x' <ix\  toule  vnknr  donn/^c  ä  a;  et 
coniprise  cnlre  x'  el  x",  rciid  {x  —  x')  positif  et  {x  —  x")  nöpalif : 
eile  rcrul  donc  mV'.'Uir  \o.  protluil  {x  —  x']  {x  —  xl')  \  elh;  doiiiie 
par  siiilc,  au  |)roduil  a{x  — x'){x  —  a!')  iin  si^Mie  corilraire  ä  ce- 
lui  de  a,  oii,  ce  qui  est  la  inöirie  chose,  h.  celui  de  ax"-.  Si ,  au 
coiiliairc,  la  valeur  altiilniöc  h  x  est  plus  pelite  que  x'  ou  plus 
graude  que  x\  les  facleuiN  {x  —  x),  {x — x")  sout  lous  drux  116- 
gaiils  ou  tous  drux  posilils;  leur  produil  est  positil',  et  le  tri- 
nouie  a{x—  x'){x  —  x")  a  le  u»6me  signe  que  a. 

2C7.  Thkorrme  II.  Lorsqne  les  meines  du  trinome  sont  reelles 
et  egales,  le  trinome  est  toujours  de  meine  signe  que  son  premier 
lerme,  quelle  que  soit  la  valeur  allribuee  ä  x,  ä  l'exceplion  de  celle 
qui  le  rcnd  nul. 

Eu  elTel,  on  sali  (247)  que,  dans  ce  cas,  le  trinome  prend  la 
forme : 


a[x-+-  --]  . 


Or  le  carr6  est  toujours  positif,  quelle  que  soit  la  valrur  de  x\ 
douc  le  triuüiue  a  toujours  le  signe  de  a.  Cependunt  11  taut  faire 

exception  pour  la  valeur  x  =  —  —  ,  qui  annale  le  Iriuome. 

2GÖ.  Theoreme  III.  Lorsque  les  racines  du  trinome  sont  imagi- 
naires,  la  valeur  du  trinome  a  toujours,  quel  que  soit  x,  le  signe  de 
son  premier  terme. 

Gar  on  a  vu  (248)  que,  dans  ce  cas,  le  trinome  est  le  produit 
de  a  par  la  somme  des  carr6s  de  dcux  nombres  r6els,  dont  i'un 
n'e>t  j.imais  nul.  Gelte  somtne  etant  toujours  positive,  le  pro- 
duit est  necessairemeut  de  meme  signe  que  a. 

2G3.  Remarque.  Los  Irois  tb^orömcs  präc6dents  peuvent  se 
renferuier  sous  un  seul  6nonc6:  Le  trinome  ax*+hxH-c  est  de 
meme  signe  que  son  premier  lerme,  excepte  lorsque  la  valeur  attri- 
biiee  ä  x  est  coniprise  enlre  les  rarAncs. 

On  sous-enlend  alors  que,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires, 
X  ne  pouvant  jamais  6tre  compris  entre  elles,  le  trinome  a  tou- 
jours le  signe  de  son  premier  terme. 

270.  Application  aux  inegalites  du  second  degr6.  Ou  dit 
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* 
qirnno  inegaliti^  est  flu  second  degr6,  lorsqu'on  [)cut  la  metlre 

sous  l'une  des  dcux  furmes, 

Ax^-{-Bx-{-O0,    Arc'  +  Bx-4-G<0; 

A,  B,  C  desifrncnt  des  nornbres  donnes  positifs  oii  nrgatifs;  el  x 
est  un  nnmbrc  ineoniiu  donl  il  faiit  detcnniner  Ics  liiniles,  de 
maiii^rc  a  verifier  l'iiirgalite  qui  le  rciiferme. 

Los  Uieoremes  prec6denls  vont  servir  ä  rcsoudre  cetle  ques- 
tion  imporlaiite. 

!•  Soil  ä  resoudre  rin^galile  : 

3x2+5a;  +  ^<0. 

En  ^galant  le  premier  membre  ä  zero,  on  trouve  pour  racines 

1  4 

—  -et  —  -.  Les  racines  ^tant  reelles  et  inegales,  il  faut,  pour 

ö  ö 

que  rin^galitö  soit  v6riüee,  c'cst-ä-dire  pour  quo  le  premier 

membre  soit  de  signe  contraire  k  son  premier  terrae,  que  la 

1  4 

valeur  de  x  soit  compnse  enlre  — -  et  —  -,  ou  que  Ton  ait : 

o  o 

-3<^<-3- 

2»  Soit  encore  l'in^galitö : 

—  9  +  6a;  — a;^<0. 

Dans  ce  cas,  les  racines  du  triiiome  sont  reelles  et  egales  ä  3; 

son  premier  terme  — x^  est  n(^gatif;  donc  rinegable  sera  veri- 

fi6e  pour  toute  valeur  attribuee  ä  a;,  exceplö  pour  la  valeur 

a;=3,  qui  la  tratislürme  en  egalite. 

3°  Soil  rinegaiitc ; 

a;*  — 3a;  +  7>0. 

Dans  ce  cas,  les  racmes  du  Irinome  sont  imnglnaires,  et  son  pre- 
mier terme  est  positif;  l'inegalitö  est  s.ilistaile,  quel  que  soit  x. 

271.  Remarque.  Nous  verrons  plus  loin  que  la  thöorie  des 
inegaliics  sert  frequemmenl,  dans  la  discussion  des  problämes, 
k  d^termiiier  les  conditiuns  de  pos&ibiht6. 


LXLUCICES. 

I.  Rcsoudre  l'^quation  : 

a  +  a-  +  a;V=o  — (1  — a;  +  x')"»- 
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On  trouvp  :  x  =  dz-  l   - — -  1  , 

2  V«'— 1/ 

11.  Rösouflre  r^quation  :    ■^— — -\/-, :-  =  l. 

^  I  +  flx  V  1  —  /;j 


On  trouve  :  x=±  ~  y   T '• 

III.  Resoudre  l'^quation  : 


s/(l  +  .ry  —  ax  +  ^{l—xy+ax-». 


On  trouve  :  «  =  ±2  i  /(l  — fl)  M  —  -  It 

et  x-=Q, 

qui  ne  convient,  qu'cii  changeant  le  signe  de  Tun  des  radicaut. 

,.,   „,       .     .,-       ..  21.T5  — 16     . 


3x'- 

-4        '• 

On  trouve  : 

af  = 

2, 

T'  — 

1 

V.  Resoudre  1 

6quation 

mq.T»- 

—  mnx 

+  pqx- 

-np=0 

On  trouve  : 

x'  = 

n 

x''= 

m' 

V^I.  Rösoudre  1 

'equation 

a      a+x      o  +  2x 


On  trouve  :  x=-(— 3r!ry/3  ). 

VII.  Resoudre  requation  : 

4 


3  y'X^  ^x  +G 


On  prend  Jx'  +  x  +  6  pour  inconnue  auxiliaire,  et  Ton  trouve  t 
x'=5,        x"=  —  6; 

- 1  ±  v'stT 

et,  en  outre,  x  = r » 

racines  qui  ne  conviennent,  que  si  l'on  prend  le  radical  avec  le  signe 
VIII.  Resoudre  l'equation  : 

■2x'  ■  1  ■ :;  r  -  3  +  ^/-ITh^T+I)  =  30. 
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On  prend  2x'-f3j;pour  inconnue  auxiliaire,  et  Ton  trouve  : 

,     o       «         9             —3±  v/329 
a;'=3,     «"  =  -2»     x  = 4 : 

ces  deux  dernieres  ne  conviennent  que  si  l'oa  prend  le  radical  avec  le  signe  — . 

IX.  Resoudre  l'^quation  : 

1  I  _  V^ 


1-y/l— x'       1  +  y/l-a;'      * 

On  trouve  :  x^^dz-. 

X.  Resoudre  l'equation : 

En  posant  ^  ^  \    \ ' 

\±\Jl  s"  — 1 


on  trouve  :  %■= 


z-'  +  l 
ex 
ab' 


XI.  Resoudre  l'equation  :       (  — — -  j  =1  + 

On  trouve  :  x  =  a  (\±2\l  -U 

XIi.  Resoudre  l'equation  : 

\Ja  +  x-\-  v/F+ä;+  yJc-\-x=0. 


—  (a+5  +  c)±2  ^  a- -^b- ■\-  c^ —ab  —  ac — bc 
On  trouve  :       0;:=^ q . 

XIII.  Former  la  somme  des  carr6s,  celle  des  cubes,  Celle  des  quatriemei 
puissances  et  celle  des  inverses  des  quatriSmes  puissances  des  racines  de  l'e- 
quation, ax^  +  &x  +  c  =  0. 

On  trouve  :         x'-  +  a;"-= -^ —  ,      a;'^  +  a;"^  = — 

,        „._  b'  —  iiobH  +  'la'c^  1         1  _b'— 4ab'c  +  2a'c' 

^'•r^   —  '  a'    ,         '       x"*  '^  x"'~  c". 

XIV.  Trouver  les  conditions  nScessaires,  pour  que  la  fraction, 

Aj^  +  B-r  +  G 
X'x^  +  B'x+C" 
soit  ind6pendante  de  x. 

ABC 

Ün  trouve  les  conditions  :         —=—  =  —. 
A  B         Ci 

XV.  Dömontrer  que  l'equation : 

{b^  —  kac)  x^  +  2  {2ac'  +  loa'  —  bb')  x  +  (5'»— 4a'c')  =  0> 
a  toujours  ses  racines  reelles,  quand  (ö' — kac)  est  n6gaiif. 

Alg.  B  l''«.  Partie.  13 
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11  n'y  a  lieu  ä  dömonstration,  que  lorsque  (6''— 4a'c')  est  aussi  negatif.  On 
pose  alors  :  6»— 4ac=— a',  b'^  —  4a'c' =  —  a'' ;  et  l'on  prouve  que  la  quantitö 
qui,  dans  les  valeurs  de  x,  est  plac6e  sous  le  radical,  est  un  produit  de  deux 
facteurs,  dont  chacua  est  une  somuie  de  deuxcarr6s. 


CIIAPITRE    11. 

DES  EQUATIOIVS  A  UIVE  INCOXIVUE,  QUI  SE  RAMENENT 
A  CELLES  DU  SECOND  DEGRE. 

§  I.  Des  6quations  bicarr6es. 

272.  Resolution  de  l'equation  bicarree.  Une  6quation  ä 
une  inconnue  est  dite  bicarree,  lorsqu'elle  ne  conlient  que  le 
carr6  et  la  quatiieine  puissance  de  rinconnue.  Elle  peut  tou- 
jours  6tre  ramenöe  ä  la  forme, 

aa;»+&a;2  +  c  =  0.  [1] 

Si  l'on  prend  x^  pour  inconnue,  celle  ^quation  devient  du 
second  degr6.  Gar  en  posant:  x^  =  Zy  on  a:  a;*  =  -s*;  et  l'equa- 
tion [1]  devient: 

az^-\-bz  -{-c  =  0. 
Ün  tire  de  lä ; 


—  bzhy/b^—kaG. 
''^ 2^ ' 

comme  x  est  la  racine  carr6e  de  a ,  on  a : 


=±v/=^ 


sjb'^  —  kac 


2a 


[2] 


Ainsi  X  admet,  en  gendral,  quatre  valeurs,  egales  deux  a  deux 
et  de  signes  contraires. 

275.  DiscussioN  des  formules.  1°  Si  l'on  a  :  ö* — 4ac>>0,  les 
deux  valeurs  de  z  sonl  reelles;  elles  peuvent,  d'ailleurs  (246), 
6trc  loutes  deux  positives,  ou  toules  deux  negatives,  ou  encore 
l'une  positive  et  l'autre  n6gative.  Bans  le  premier  cas,  les  quatre 
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valeurs  de  x  sont  reelles ;  dam  le  second,  elles  sont  toutes  les  quatre 
imaginaires;  dans  le  troisieme,  deux  d'cntre  elles  sont  reelles,  et  les 
deux  autres  sojit  imaginaires, 

2°  Si  Von  a  :  b^ — kac  =  0,  les  valeurs  de  z  sont  reelles  ( l 
egales;  par  suite,  les  valeurs  de  x  sont  egales  deux  ä  deux  :  elles 
sont  reelles,  si  b  et  sl  sont  de  signes  contraires,  et  imaginaires,  si  U 
et  a  sont  de  meme  signe. 

3»  Si  Ton  a  :  ö*— 4ac<0,  les  valeurs  de  z  sont  imaginaires; 
et,  par  consequent,  les  quatre  valeurs  de  x  sont  imaginaires . 


274.  Transformation  des  expressions  de  la  forme  \a-\-\ß. 
La  formule  [2],  qui  r6sout  l'^quation  bicarr^e,  contient  deux 
radicaux  superposes;  et  cette  forme  n'est  pas  avantageuse,  en 
g^neral,  quand  11  s'agit  de  calculer  numeriqucment  les  racines. 
II  n'cst  done  pas  inutile  de  chercher,  ä  qiielles  conditions  il  sera 
possible  de  transformer  une  expression  de  la  forme  ^a-{-\/b  en 
une  somme  de  deux  radicaux  simples. 

Posons  I'equation : 

\a-\-\/b  =  )/x-{-\/y', 

et  essayons  de  la  r^soudre  par  des  valeurs  rationnelles  de  x  et 
de  y;  c'est  le  seul  cas,  oü  il  y  ait  avantage  ä  op6rer  la  transfor- 
nialion.  Nous  supposerons,  pour  6viter  toute  difficulte,  que  les 
quatre  radicaux  ontle  signe  +;  il  nous  sera  permis  alors  (126) 
d'elever  au  carre  les  deux  membres  de  I'equation  [1];  et  nous 
aurons  I'equation  equivalente  : 

a-\-\/b=x+y'\-2\/xy; 

ou  {a—x—y)-\-\/b=2\/xy.  [2] 

Si  nous  eievons  encore  au  carre,  nous  aurons : 

(a — x  —  y)^-\-2{a — x — y)\^b-\-b==kxy. 

Or  le  second  membre  est  commensurable,  par  liypolhese  ;  il  en 
est  de  mfeme  des  termes  (a — x — yy  et  b.  II  faut  donc  que 
2(a — X — y)v/ö  soit  aussi  commensurable;  et,  commo  ^b  nc 
Test  pas,  il  laut  que  (a — x — y)  soit  nul.  On  doil  donc  avoir : 

x-\-y—a 
et,  par  suite:  kxy  =  b.  [3 
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II  r(5snllo  de  l.\  que  x  ci  y  nc  peiivenl  6lre  qiie  les  racincs  (236) 
dt',  rcqualiüii: 

z'~az  +  ^  =  0.  [4] 

Ainsi,  on  doit  avoir,  par  excmple : 


Mais  ces  valeurs  ne  sont  coinm'Misurables  qiic  dans  le  cas  oü 
{a'^—b)  est  im  carre  parl'ait.  Dune,  si  ictle  condilion  n'esl  pas 
remplie,  la  transformation  ii'cst  pas  possible.  Si,  au  contraire, 
(a^—b)  est  un  carr6  c*,  x  et  y  ont  des  valeurs  commensurables  : 

a-\-c  a  —  c 


et,  ces  valeurs  v6rifiant  l'^quation  [2],  nous  avons  la  formule 
de  transformation : 

Faisons  remarquer,  d'ailleurs,  que,  quel  que  soll  (a*  —  b),  la 
formule : 


.iT+Tb^s/'-^^W"-^ 


est  vraie,  puisqu'en  relevant  au  carre,  on  arrive  ä  une  identit6; 
mais  eile  n'üffre  aucun  avantage,  quand  (a^  —  b)  n'cst  pas  un 
carr6,  puisqu'alors  on  subslitue  ä  un  radical  une  somme  de 
deux  radicaux  de  meme  forme. 


27Ö.  Remarque.  Si  Ton  a  ä  tranformer  \Ja  —  \jb,  on  posera  : 


\la—\/b  =  \Jx  —  \/y, 

X  6tanl  plus  grand  que  y;  et  les  m^mes  raisonnements  condui- 
ront  ä  la  möme  equation  [4],  pour  la  determinatlon  de  x  et 
de  y.  La  transformation  nc  reussira  donc  que  dans  le  cas  oü 
(o* — b)  serait  un  carre  parfail  c^\  et  Ton  aura  : 


/ 7r      1    I  a-\- c         Ja  —  c 

v/a-v/t=y-|--Y/-^. 


[7] 
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Si  maintenant  le  premier  niembre  a  Ic  signe  — ,  il  est  facile 
(1(3  voir  quc,  pour  faire  concorder  les  signes  des  deux  membreSj 
Uli  devra  6crire : 


-v^wJ=-\/^^+\/V- 


[8] 


Gar  il  suffira,  pour  obtenir  ces  nouvelles  formules,  de  changer 
les  signes  des  deux  membres  des  formules  [6]  et  [7]. 
Ainsi,  en  resume,  on  a  : 

en  admettant  qiie  les  signes  ext^rieurs  se  correspondent,  ainsi 
que  les  signes  Interieurs. 

256.  Applications. 

2*    v/94  +  6 V^245  =  V^4  +  v/8MÖ  =  Y/^^^y-^  + 1/^^^=7  +  3 v/5. 

3°  On  dömontre,  en  geomätrie,  qu'en  designant  par  C  le  c6t6  d'un  polygone 
regulier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  et  par  x  le  cötö  du  polygone  regulier 

jnscrit  d'un  nombre  de  c6t6s  double,  on  a  la  formule  :  a;=::v/2R'  — R^4R' — C 
Ici,  0=2R^  i)=4R<  — C'Rä;  d'oü  a^  —  b  =  CmK  On  a  donc  : 


-vAR)-v'K«-^)- 


4°  Con'lition  n^cessaire  et  süffisante ,  pour  que  les  racines  de  l'öquation  bi- 
carr6e  x*  +px^  +  q  =  0,  s'expriment  par  la  somme  de  deux  radicaux  simples. 


Ona:  x=±sj -2^  >^t-c 


1- 

p  p 

Dans  ce  cas,  0  =  —  |,       ^  =  r  —  Q>    donc     o'— 6=5, 

Ainsi ,  il  faul  et  il  suffit  que  q  soit  un  carre. 
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§  11.  De  quelques  ^quations  binomes. 

277.  Forme  de  l'^quation  binome.  Unc  6qualion  binome  est 
une  6(ju;ilioii  ä  deux  lerines,  de  la  Ibriiic  : 

a^^'+A^O.  [1] 

Si  A  est  positif,  en  de?ignanl  par  a  la  racine  m"»  de  A,  on 
aura  :  A=a'".  Si  A  est  iic^galif,  on  dösignera  par  a  la  racine 
tvT'  de  — A,  et  Ton  aura  :  A  =  — a"*.  L'6quation  [1]  prendra 
alors  la  forme, 

aj^dza*"  — 0.  [2] 

Et,  si  Ton  pose,  x=ay,  l'dquation  [2]  deviendra ; 

ou  i/"'d=l=0.  [3] 

Teile  est  la  forme  k  laqiiclle  on  peut  ramener  toute  6quation 
binome.  Quand  on  a  lrouv6  les  valeurs  de  y,  on  les  multiplie 
par  a,  pour  avoir  les  valeurs  de  x. 

278.  fijÖSOLUTION  DE   QUELQUES  EQUATIONS  BINOMES. 

1°  L'6qiiation  [l]  o;^— 1=0, 

a  pour  lacines,  a;=d=l. 

L'equation  [2]  x^-{-l=0, 

a  pour  racines,  x=zt\/—l. 

2°  L'equation  [3]  a;"— 1=0, 

peut  s'ecrire:  (x — l)(a;^-j-a;-|-l)=0; 

€lle  est  donc  d6composable  en  deux  6quations, 
a-— 1=0,     et    rr^+£c+l  =  0; 

et  ses  racines  sont :  

,       ^          -l±v/-3 
x=lf    et    x  = . 

L'6quation  [4J  x^-\-l  =  0, 

devient  identique  ä  la  prec6dente,  quand  on  y  change  x  en  — x : 
ses  racines  sont  donc  Celles  de  [3],  chang^es  de  signe,  c'est-ä- 
dire : 

l±s/=:3 

a;=— 1,    et    x= ^ . 
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3°  L'6quation  [5]  o;*  — 1=0, 

peut  s'6crire  :  (x^^l)  {x^-{-l)  =0. 

Elle  est  donc  äquivalente  aux  dcux  equations  [1]  et  [2] ;  et, 
par  saite,  ses  racines  sont  Celles  de  ces  equations,  c'est-ä-dire  : 

x=±\,        x—±)/—r. 
L'equation  [6]  a;*+  1  =0, 

est  identique  ä  ic'  +  ^^^H- 1  =22?% 

ouä  {x^-\-iy— 2x^  =  0: 

eile  peut  donc  s'^crire  : 

[x'-i-li-xs/T)  (a;^+  1  —  xy/2)=0; 

et  par  suite  ,  eile  est   d^composable  en   deux  equations  du 
deuxieme  degrö, 

x^-\-x\/2-\-l=0,    et    a;*  — a;v^2+l=0. 

Ces  deux  equations  ne  difl'6rent  que  par  le  signe  de  x  :  elles  ont 
pour  racines, 

^_-v/2±v/-2  v/2±v/=:2 

2  2  ' 

Ce  sont  donc  lä  les  quatre  racines  de  l'equation  [6]. 

4°  L'equation  [7]  a;«  —  1  =  0, 

est  decomposable  en  deux  autres, 

rc»— 1=0        a;'+l  =  0. 

Ses  Solutions  sont  donc  les  six  racines  des  Equations  [3]  et  [4], 
c'est-ä-dire  ; 

x=±\,        et       x=^i^^^. 

2 

L'equation  [8]  x^-{-l=0, 

devient  identique  ä  la  precedente,  quand  on  y  rcmplace  x  par 
x\/ —  1 ;  car  on  a  : 

{x\/'^^y=xi\/^iy=—a^. 

Ses  racines  sont  donc  donnees  par  les  equations  : 
x\/ — i=±i,      x\/—\= -^ ; 
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et,  pour  Ics  obtenir,  il  suffit  de  niultiplicr  Ics  deux  membres 
par  y/ —  1 ;  car  alors  les  prcmiers  membres  deviennent  ögaux  ä 
XX  ( — 1),  Oll  ä  —  X.  On  adüiic  : 

x  =  zh\/—l,       et      x=-^ — -^ . 

5«  L'dquation  [9]         a;»— 1--0, 
est  d6composable  en  deux  autres, 


a;*— 1=0,        et      3?*+ 1  =  0. 

6quat 


Ses  racines  sont  done  les  huit  racines  des  6quations  [5]  et  [6], 
c*est-ä-dire  : 


a;=ii:l,      x=dz\/  —  1,        a;  = 
L'equation  [10]  x^-\-l  =  0, 

peut  s'ecrire  :  a;*+  2x*  +  1  =  2a;*, 

üU  (a;*+ 1)'— 2a;*=:0: 

eile  se  d6compose  donc  en  deux  autres, 

a;*+l+a;V2  =  0,      et      a?*+l— a?V2=0, 
6quations  bicarrees  que  Ton  sait  r6soudre,  et  qui  donnent  : 


v/2=i:v/- 


.=±y/Wl|v^^       et    x  =  ±^ 

6°  Enfin  les  racines  de  l'equation, 

a;'«--l  =  0,  [11] 

sont  Celles  des6quations  [7]  et  [8]. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'^tude  de  ces  transforma- 
tions ;  car  notre  but  6tait  seulement  de  montrer,  par  quelques 
exemples,  comment  certanies  equations,  de  degre  sup6rieur  au 
second,  peuvent  se  ramerier  ä  Celles  du  second  degr6.  Mais  la 
m6thode  generale  de  r^solution  des  6quations  binomes  appar- 
tient  ä  la  seconde  partie  de  l'algebre. 
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§111.  Des  öquations  trinomes. 

279.  RiSsoLUTioN  DE  l'equation  trinome.   Une  6quation  tri- 
nome  est  une  6quation  ä  trois  termes,  de  la  forme, 

ax«"+te"  +  c=0.  [1] 

Si  l'onprend  x*  pcur  inconnue,  en  posant : 

x''  =  z,       d'oü      x^''=z\  [2] 

cette  6quation  devient  du  second  degr6, 

O22  +  62-fc  =  0.  [3] 

On  peut  donc  obtenir  les  deux  valeurs  de  z;  et,  en  les  substi- 
tuant  successivement  dans  IVquation  [2],  on  est  ramene,  pour 
avoir  les  racines  de  l'equation  [1],  ä  räsoudre  deux  6quations 
binomes  du  degre  n. 

EXERCICES. 

I.  Resoudre  l'equation  : 

1  1 


On  trouve 


=  1. 


3/-        Vi 

II.  Resoudre  l'equation  :    Ixs/x  —3.v\  -=20. 

3/" 

On  pose  :  y'rr^js; 

5   .    /      5~ 

et  Ton  trouve:  x=±8,      a;=rfc"    W  — -. 

X       .        \ja  b 

III.  Resoudre  l'equation  :    — ; z===.  =  -• 

a  +  x       ,/a  +x      o 

\/a  +  x 

On  pose :  ' *, 

yo 

et  l'oü  trouve  : 


_  —  a±\/r,n'—iiab  _ g (a^  +  2ab— ^S' ± a  \/ha^ -  4a6) 

^—  2[n  —  b)         '         "^  2(a  —  b)' 

IV.  Resoudre  l'equation  : 
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On  pose  :  Vi  +  x=x; 

/,,.  (1  _c5) 
et  Ton  trouve  :  05=0,       x  =  — — - — — -. 

V.  Rcsoudre  l'öquation  : 

(x  +  2)'+2(x  +  2)  y/i  — 3  ^5=46+2». 

Onpos^:  x+  \/x  +  2  =  s; 

„      .                            ,               n               -13dz3V^ 
et  Ion  trouve  :         a;:=4,      a;=9,      «= . 

VI.  Resoudre  l'equation  : 

(o  +  rr)"' +  4  (a  —  a;)^  —  5  (a' — a;')3 = 0. 

63a 
Od  trouve:  «  =  0,       2^=  vr- 

DO 


VII.  R6soudre  l'equation  : 


{i  +  x)~+{[-x)^={i-xy. 

On  trouve  :  x=:±: — - — . 

VIII.  R(5soudre  l'equation  : 

{\+xy      (l-a^?_- 


On  trouve  :  x=dz\/ ~  — -±\ ——  y. 

\  a      2       ^  0?       4 

IX,  Resoudre  l'equation  : 

[a-\-xY-{-{a  —  x)''  =  h. 

Ontrouve:  x  =  dr  v/a'—  j /i^zh  i/o +-^>  . 

x  +  \Jx'^—a'_x 


X.  Resoudre  l'equation : 


On  trouve  :  «=sa,      x=:a 


x  —  \Jx'—a^     * 

—  3±:v/^. 


I 


Quelquefois  on  reconnait,  ä  Tinspection  d'upe  6quation,  qu'elle  admet  une 
racine  a.  Son  premlermembre  est  alors  döcomposable  en  facteurs  (76) :  et  cette 
decomposition  faciiite  la  r^  Solution  de  l'equationj  en  abaissant  son  degrö,  car 
son  Premier  membre  est  divisible  par  (a; — o). 

En  voici  quelques exemples. 

XI.  R6soudre  l'equation:  «'  —  3a;=2. 

Elle  admet  la  racine,  «=2. 
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XII.  Resoudre  l'equation  ;  2x3— x^=l. 
]e  admet  la  racine,  x=l. 

XIII.  Resoudre  l'equation  : 

^»  — 6r'  +  10x  — 8=0. 
Elle  admet  la  racine,  x  =  4. 

XIV.  R6soudre  l'equation  : 

X'— 2x3 +x  — 132=0. 

Oq  r^ciit  sous la  forme, 

xMx—l)»  —  x(x—l)  — 132=0; 
n  pose  :  x(x — 1)=:^; 

Irh  v^^=^ 


t  ron  trouve  :  «  =  4,     x= — 3,     x: 

XV.  Resoudre  l'equation  : 

x<  +  x3— 4x2  +  x  +  l=0. 
I.lle  admet  deux  fois  la  racine,  x  =  l ; 

et  on  la  ramene  ainsi  au  second  degr6. 

XVI.  Resoudre  l'equation  : 

x*+^x3— 39x  — 81=0. 


On  6crit  l'equation  sous  la  forme, 


x^-8I+-!|x(x'-9)=0; 


«t  Ton  trouve  :         »=±3,      x  = 


3 

—  ISiV'^rT: 


CHAPITRE  m. 

DES  I:QUATI0\S  A  PLUSIEURS  INC0XIVUE9. 

§  I.  Des  equations  du  second  degre  ä  deux  inconnues. 

280.  Forme  generale  de  l'equation  du  second  degr^  ädeux 
INCONNUES.  Une6qualion  du  second  degrc,  \  deux  inconnues  a;  et 
y,  rainenee  ä  la  forme  enliere,  ne  peul  renfermer  que  six  es- 
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p^cos  de  tcrmrs,  savoir  :  des  termes  en  a;',  dos  termes  en  xy, 
des  termes  en  i/,  puis  des  termes  en  y,  des  termes  en  x,  et  des 
Icrmes  ind(''pendanls.  l/iHiiintion  du  second  degr6  peut  doiic 
toujours  se  raincner  ala  tonne, 

Aa;'+lky+Ci/-fDa;+Eiy+F=0. 

2ÖI.  RESOLUTION  DE  DEUX  lilQUATIONS  DONT  l'uNE  EST  DU  PRE- 
MIER DEGRE.  La  r^'solution  des  6quations  simullan6es  est  une 
drs  questions  les  plus  comi)liqii6es  de  Talgebre.  Nous  n'avons 
pas  ä  en  aborder  ici  la  Ih^orie  g6n6rale  :  nous  nous  bornerons 
ä  traitcr  quelques  cas  fort  simples. 

On  peut  toujours  resoudre  deux  equatiom  ä  deux  inconnues, 
l'une  du  premier  et  l'aiUre  du  second  degre.  Soit,  en  effet,  le 
Systeme  : 

Aa^+Ba;j/+C7/^  +  D:r+E?/-i-F=0,   \  [1] 

ax-\-by  =  c.  }  [2] 

On  lire  de  l'^quation  [2]  : 

c — ax 

substituant  cette  valeur  dans  l'^quation  [1],  on  obtient  une  6qua* 
tion  du  second  degre  en  x  : 

(A&« — Bat  4- Ga^)  a;*+ (Bfcc  —  2Cac+ D6*— Eafc)  a; 

4-Cc*+E6c+Fö2=0,  [3] 

laquelle  fournit  deux  valeurs  pour  cette  inconnue ;  et  cliacnne 
de  ces  valeurs,  mise  ä  la  place  de  x,  dans  l'equation  [2],  donne 
deux  valeurs  correspondantes  pour  y. 

Le  Systeme  proposö  admet  donc  deux  syst^mes  de  Solutions. 
Si  les  deux  valeurs  de  x  sont  reelles,  les  deux  systemes  de  Solu- 
tions sont  r6els  ;  ils  sont  imaginaires,  si  les  valeurs  de  x  sont 
imaginaires. 

282.  Gas  de  deux  equations  du  second  degre.  Lorsque  les 
equations  ä  deux  inconnues  sont  toutcs  deux  du  second  degre,  Velimi- 
nation  de  Vune  des  inconnues  conduitf  en  generale  ä  une  equation 
complete  du  quatrieme  degre. 

En  effel,  soit  le  systöme  : 

Aa;2  +  Ba;y  +  C?/«-}-Da?  +  Ey-{-F  =  0,  )  [1] 


k'x^ 4- B'xy-{-GY  +D'a; -\-E'y+F=0.  )  [2] 


F'=0.  i 
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Pour  ^liminery,on  pourrait  tirer  sa  valeur  del'iine  des^qiia- 
tions,  et  la  substituer  dans  l'aulre  ;  mais  on  compliquerait  ainsi 
requation  finale  de  radicaux,  qu'il  faudrait  ensuite  faire  dispa- 
raitre.  II  est  plus  simple  d'eliminer  d'abord  t/*,  en  multipliant 
requation  [l]parG'et  l'equation  ^2]  par  G,  eteii  soustrayantl'un 
des  räsultats  de  l'autre  ;  on  a  ainsi  : 

(AC— CA>*  +  (BG'  — CB>y-h(DG'— CD>  +  (EG'— GE')y 

+  (FG'-CF')=0, 

ou,  en  representant  cbaque  coefticient  par  une  lettre, 

ax^-{-bxy-\-cx-\-dy-{-e  =  0;  [3] 

etcette  equation  [3]  peut  remplacer  (159)  l'une  des  deux  equa- 
tionsproposees. 
On  lire  alors  de  l'equation  [3]  la  valeur  de  y  : 

ax--\-cx-r-e 

^~~  bx-^d     ' 

et  onla  substitue  dans  l'equation  [l],  qui  devient : 

.    j Bx{ax--\-cx-\-e)     C{ax'^-\-cx-{-ey 

bx+d,         '         (6x  +  rf7""" 

^liap^cx+e)     ^^^^ 

bx-\-d  '  •■  -^ 

Or  on  voit  aisement  que,  si  Ton  chasse  les  denominateurs,  en 
multipliant  les  deux  membres  par  (bx-{-d)^,  cette  6qualion  sera 
du  quatrieme  degre.  Gomme  eile  conliendra,  en  general,  des 
termes  du  troisienie  degr6  et  des  tennes  du  premier  degre,  il 
ne  sera  pas  possible  de  la  resoudre  par  les  procedes  ordinaires 
de  l'Algebre  elementaire. 

Ainsi,  le  Systeme  de  deux  equationsdusecond  degre  ä  deuxln- 
connues  ne  peut  etre  rcsolu,  en  general,  par  les  niethodes 
connuesjusqu'ici.  Mais  on  rencontre  parfois  des  sysläines  sim- 
ples, qui  peuvent  se  resoudre  ä  l'aide  de  cerlains  arlifices  par- 
ticuliers,  que  nousallons  faire  connaltre. 

283.  Resolution  DE  QUELQUES  sYSTfeMEs  simplüs.  1"  Soit  le  Systeme : 

x  +  y  =  a,   I 

xyz=b\  i  ^^J 
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On  reconnalt  immediatement  (256)  que  xet  y  sont  les  racines  de  l'^qualion, 
jr'— a3  +  b'  =  0; 

donc  = —- .  [2] 

Pour  que  les  racines  soit  reelles,  il  fauilra  que  Ton  ait : 

2°  Soit  le  systöme  ; 
On  ramOne  ce  Systeme  au  pr^cedent,  en  posant  y  =:  —  i' ;  car  ona  alors  : 

x'    a±Ja'^  +  hb^ 
et,  par  suite,  = ^ • 

Ainsi  Ton  a  : 


a+\/a^  +  iib'     ]  a—\/a^+W 

*= 2 I  *"= ^ ' 

, >     12]        ou  -    }        [3J 

2  '  J  2 

II  y  a  donc  deux  systemes  de  Solutions,  qui  sont  toujours  reelles. 
3°  Soit  le  systöme : 


x-\-y  =o, 

x^+y^=b\ 


m 


Si  l'on  61eve  au  carre  les  deux  membres  de  la  premiöre  öquation,  puis  qu'on 
en  retranche  les  deux  membres  dela  seconde,  on  a  • 

2xy=  a^—b\ 

On  connalt  donc  la  somme  et  le  produit  des  inconiiues,  qui  sont,  par  suite, 
racines  de  l'equation  : 


X      a±\J2b-  —  a'  .„, 

On  a  donc  :  y= '— .  [2] 

Si  l'on  a  :  26'  —  a'  >  0,  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  reelles ;  elles  sont  ima- 
ginaires,  si  l'on  a  :  2b'— a^  <  0. 

4°  Soit  le  Systeme  : 


xy—bK    i  ^'1 

Si  l'on  double  les  deux  membres  de  la  seconde  6quation,  puis  qu'on  l'ajoute  ä  la 
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premiere,  et  qj'on  Ten  retranche  successivement,  on  remplace  le syst&me  pro- 
pos6  par  le  Systeme  äquivalent  (139)  : 

{x—yy  =  a'-2b^.)  ^^' 

Oa  tire  de  lä  : 

x—y=±i\Jo?  —  -lh\)  ^^ 

Par  conscquent,  en  ajoutant  et  en  retranchant  membre  ä  membre,  puis  en  divi- 
sant  par  2,  on  a  . 

af  =  ±l  v'fl'  +  'i&'i^  v'a^  — 262,  j 

Remarqde.  II  semble  qu'il  y  ait  lä  huit  systerces  de  Solutions,  qu'on  obtien- 
drait  en  combinant  les  signes  des  radicaux  de  toutes  les  manieres  possibles. 
Mais  on  doit  faire  observer  que  les^quations  [3]  forment  seulement  quatre  sys- 
tömesj  savoir,en  posant  sJa^  +  tb'^—'R,  et  y^a'  — 26'=R'  : 

a;  +  j/=R,  ,       05  +  1/=— R,i       x-\-y=z     R,  ,       a;  +  t/=— R,  i 
x  —  y=^',S      x—y=     R\S       x—y  =  —  R',i       x—y=—R'.i 

De  plus,  si  l'on  permute  x  et  y,  les  equations  [1]  ne  changent  pas;  le  pre- 
mier  et  le  troisieme  Systeme  sont  equivalents;  il  en  est  de  meme  du  second  et 
du  quatriemc.  II  n'y  a  donc,  en  r6alit6,  que  deux  systemes  de  Solutions. 

On  voit  d'ailleurs,  que  les  Solutions  seront  reelles,  si  l'oQ  a  :  a'>2&';  et 
imaginaires,  si  l'on  a  :  o'  <  26'. 
5°  Soit  le  Systeme  : 

x^—y'=a?,l 
xy    =6'.  j 

On  ramene  ce  Systeme  ä  celui  du  second  cas,  en  l'^crivant  ainsi : 


[1] 


x^~f  =  a\ 
a;2y'   =bK 
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Et  l'on  en  tire  les  valeurs  de  x^  et  de  y^,  puis  Celles  de  a;  et  de  y  : 

, }   [3]       ou  V 2 ^  |.^j 

Mais  le  Systeme  [2]  est  plus  general  que  le  systöme  [1],  parce  qu'on  a  elev6  au 
carr6  les  deux  membres  de  la  seconde  öquatioii  [1].  On  doit  donc  combiner  les 
valeurs  de  x  et  de  y,  de  manicre  que  leur  produit  soit  egal  ä  6' :  et  cela  exige 
que  l'on  associe  les  valeurs  qui  ont  le  müme  signe. 

II  y  a  donc  quatre  syslemes  de  Solutions  :  les  deux  premiers  sont  reels,  et  le» 
deux  autres  imaginaires. 
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§  II.  Des  tiquations  du  second  degre  k  plus  de  deux  inconnuos. 

281.  ExEMPLES.  1"  Soit  le  systöme  : 

•    X  +]j  +z  =a  ,  j 

x^  +  y^  +  z'=b\\  [1] 

xy  —  C3.  ) 

Si  Ton  616ve  au  carr6  les  deux  membres  de  la  premiöre  6quation,  apr^s  avoir 
fait  pusser  z  dans  le  second  membre,  on  a  : 

x^  +  2iy  +  if=a^—2az  +  z^; 
et,  si  ronsubstituecij;'  +  i/' etix!/  leursvaleurs  tirces  des  deux  autres,  il  vieiU  : 

2x'  — 2(a  +  c)r  +  a»  — ^'  =  0, 
^quation  du  second  degre  en  z,  d'oü  l'on  tire  : 


2  *  "-^ 

Connaissant  z,  on  tirera  la  somme  a;  +  y  de  la  premiere  ^quation,  et  le  produit 
xy  de  la  troisiöme;  et  le  calcul  s'achcvera,  comme  au  n"  383  (1°). 
2"  Soit  encore  le  Systeme  : 

x^j-xy  +  y^=3T,\ 

x^  +  xz  +  z'=28,  [  [1] 

y'  +  yz  +  z'-l9.) 

Si  l'on  retranche  la  seconde  6quation  de  la  premiere,  et  la  troisieme  de  la 
deuxieme,  on  a  : 

{y-z){x  +  y  +  z)=9.] 

(^x-y)(x  +  y  +  z)=9;) 

d'oü  l'on  conclut :         y  —  z=zx  —  y,    ou    x  +  3=:2y;  [2] 

et,  par  suite,  {x  —  y)y=3.  [3j 

3 
On  tire  de  cette  derniere  :  a;^-  +  w; 

y 

et,  substiluant  cette  valeur  dans  la  premiere  des  equations  proposöes,  il  vient : 

Q+y)'+3  +  v=  +  y'  =  37, 

ou  3y*  —  2Sy-  +  9—0, 

^quation  bicarröe,  qui  donne  : 

y=±i,    y=±lsj3. 

V-ar  suite,  x=±k,    x  =  ±—  \/3, 


et  »=±2,     3--zpr,\i. 
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g  III.  Des  equations  de  degr6  superieur  au  second. 
385,  Exe:.:ples.  1°  Soit  le  Systeme  • 

x^   y         Ci      ' 


[1] 


:n  chassant  les  d^nominateurs  de  la  seconde  (Squation,  on  peut  6crire  ainsi  le 
i lerne  : 

Qix  +  ]f)  =  bxij. 


Si  doncon  considere  xy  et  jc  +  y  comme  deux  inconnues  auxiliaires  w  et  r, 
I  aura  : 

MV=30, 


[2] 


La  seconde  equation  donne  v=-u;    en   substüuant   cette    vaieur  dans  la 

6 


pre;iii&re,  on  oLtient  : 


!.■  la  : 


-u-  =  30,      ou      w»=36; 
b 

U=±:  6,       et       V  =  ±b. 


IL  faut  adopter  le  memesigne  pour  la  vaieur  de  u  et  pour  celle  de  v,  puisque 
5 


Si  nous  adoptons  d'abord  lesvaleurs  u^=ß,  v=b,  nous  avons  : 

x  +  y=:b, 
xy  =  <j; 

d'oü  l'on  d6duit,  pour  x  et  pour  y,  les  valeurs  2  et  3. 

Si  nous  adoptons  u:=  —  6, 1;=: — b,  nous  avons : 

x  +  y=—b, 
xy-=-6; 

loü  l'on  deduit  pour  a;  et  y  les  valeurs—  6  et  I. 
2°  Soit  encore  le  Systeme  : 

4       4  +  y^8  +  4y       [2jyf 

y-       y  X     '^   x'  ^ 

4y^—  xy  =a;. 
La  premicre  6quation  devicnt,  si  l'on  cliasse  les  dönominateurs 

4a;^+  (4  +  y)y.r'  =  (8  +  4y).ry'+  l-2yn 
et  on  peut  l'^crire,  en  ajoutant  'ly'  aux  deux  membres, 

a;-(2  +  y)^-  4xy'  (2  +  y)  +  4y«  =  I6y\ 
Alg.  B.  If«  Partie. 


[31 


14J 


w 


1% 
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Or  le  Premier  membro  est  le  carr6  do  ;r(-2  -f  y)  —  3;/' ;  celte  dquation  peut  dono 
s'6crire  : 

[ar(2  +  y)-2!y']'-('it/)'; 

ce  qui  öquivaut  Ji  x{'i  +  y) —2if=±li}f.  [2] 

Nous  pouvons  donc,  au  syslcme  propos6,  substituer  les  deux  sulvanls  : 

r„n  U(2  +  i/)-2!/'  =  4y',         x{2  +  y)-1y-'  =  ~i>y',\  . 

••  J  I  4y^—  xy=x.  4y' — xy  ■■=x.         \  '- 

Nous  rösoudrons,  d'aillcurs,  sans  difficuUe  ces  deux  systcmes.  Ea  effet,  la 
scconde  des  6quations  [3],  rösolue  par  rapporl  ä.  x,  devient : 

*~y  +  i' 

et  cette  valeur,  substituee  dans  la  premicre,  donne  : 

d'oü  Ton  conclut :  y  =  0,      et     y  =  l, 

et,  par  suite,  x=0,      et      x—i. 

On  trouvera  de  m§me,  pour-les  solulions  du  syslSme  [4] : 

y=^'\      et       ^"~^'    ( 

Ainsi  les  sclutions  du  systöme  propos6  sont : 

!=-  — 
X-       3» 
«--  ^ 
^~       3" 

3"  Soit,  enfin,  le  Systeme  : 

xi+yi+  xhj  +  y%  =  1 3, 
xy  +  a;'y'=468; 

On  peut,  en  groupantles  termes,  l'dcrire  ainsi  : 

(x  +  y)(.'r=  +  y=)  =  13, 
a;'!/'(-^-'  +  y')=468; 

et,  en  divisant  la  seconde  6quation  par  la  premiere,  on  a : 

6quation  qui  peut  remplacer  l'une  des  precedentes.  Si  Ton  ddsigne  le  produit  xy 
par  u,  et  la  somme  a;  +  y  par  v,  le  Systeme  devient  : 

«(v'-2u)  =  13,     j  ,  , 

tt'  =  36t;.    (  ^  ' 


in 
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■-'.  l'on  ^limine  v  entre  ces  deux  equations,  on  a  : 

3ö^       36        ^■*-"' 
quation  trinome,  d'oü  l'on  tire  : 

|g=:36±  V^36'+ 13X36; 
i  de  lä  :  w  =  — 6,    et     w^Gv/TsT 

ar  suite,  v=l,      et      v  =  \/\^^. 

vinsi  le  premier  systSme  de  Solution  est  fourni  par  requation  : 

jf-— ^— 6=0; 
.  oü  l'on  conclut :  x  =  3,      y= — 2; 

le  second  Systeme  est  fourni  par  requation  : 

Tuü  l'on  conclut  : 


yiy+\/-uVrd        _vA3^-v/--iiVi3 

2  -      '        ^~"~  2  * 


EXERCICES. 

I.  R6soudre  les  equations  : 

i|flb— i(o  +  6)  {x-{-y)  +  xy  =  0, 
)cd  —  ^ic  +  d)  (x  +  y)  +!ry=:0 

t  en  dMuire  :         (^=  Ja-O  ja- ä)(b-c)(ö-ö) ^ 
4  {a+b—c—d)^ 

On  tire  x  +  y  et  xy  des  deux  Equations,  et  on  forme  l'expression  ( ^j  — xy, 

(x— w)2 
qui  est  6gale  a  ^ — ]~~- 

II.  Rdsoudre  le  Systeme  : 

a"!"  +  b^'y"  =.  2  v/a'"b''x'"y" ,     xy  :=  ab. 

On  climine  y;  et,  en  rosant  \)x'^'''=%,  on  obtient  une  equation  du  second 
degr6, 

;!»  — 26"  v^a'"-";f +&-+"  =  0. 
On  en  tire  z;  et  l'on  obtient  ensuite  x  et  y. 
UI.  R6soudre  le  Systeme  : 

x+y  =  a,    x'  +  y''^d*. 
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On  calcule  le  produit  a-y ;  et  Ton  airive  cnsuite  ä 


t/~2      2  V    3^"~"3' 

IV.  R6soudre  lo  systtmo  : 

x  +  xj  —  a,     a;'+jy'  =  d<. 

On  calcule  le  pioduil  .t;/,  en  ölevant  la  prcmi''^re  öquation  ä  la  quatri^me  puis- 

,  .    i  /a'  +  d' 
sancc  ;  et  Ion  trouve  :  x[i=za^±  \/  — - — . 

On  en  conclut  aisöment  x  et  y. 

V.  R6soudre  le  syslcme  : 

x-\-y=:a,    x^  -\-y^-^d^. 

On  calcule  le  produit  xy  d'une  maniöre  analogue,  et  l'on  trouve  : 


VI.  Resoudre  le  Systeme  : 

1       1  _l  1  .  1_  J. 

X      y      a'         a;^       1/2       b"^' 

En  prenant  -  et  -  pour  inconnues,  ou  est  rameae  au  Systeme  3°  (n"  383). 
X      y 

Vir.  Resoudre  le  Systeme  : 

\lx+  sfy—  sj'ä,       x-^y  —  h. 

On  est  ramene  au  meme  Systeme;  en  prenant  \x  ei  \)y  pour  incünnues. 

VIII.  Resoudre  le  systt'me  : 

3  3  1^  1 

x~  + 1/^  =  35,        a;«  +  7/=5. 
I         1 
On  prend  pour  inconnues  x'  et  y= ;  et  l'on  est  ramene  ä  Texercice  III. 

IX.  Resoudre  le  Systeme  : 

On  prend  encore  pour  inconnues  x  +  y  Qi  xy.  (Rep.  :  a;  =  81,  ?/  =  16). 

X.  Resoudre  le  Systeme  : 


4   / X-    XI  20 

V    x-\-y  x-\-y'             ^-^ 

ive  aisement  : 

1"  x  =  ±h,    y=±2;     2«'  x  =  ±^'^,    y^"^  \J\' 
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XI.  Resoudre  le  Systeme  : 

j    (x+y)  {tu  +  1)  =  ISary, 

On  divise  la  premiere  equation  par  xy,  la  seconde  para;';/';  puis  on  repre- 
sente  x  -] —  par  u,  y  +  -  par  v,  et  Ton  arrive  aux  deux  öquations  : 

v  +  u  — 18,       f2  +  M'  =  212; 
d'oü  l'on  tire  ais6mcnt  :  a;  =  7  ±  4  v/3  ,    y  =  2    i^  v^S. 

XII.  Rösoudre  le  Systeme  : 

\^'  +  \/'^'+\ly'  +  \/^'--=^a,     j 
x  +  y  +  3\/bxu  =  b.  1 

On  remarque  que  la  premiere  6quation  peut  s'ecrire  • 

et  que  la  seconde  est  le  cube  de  la  suivante  : 

\/x  +  vy  =  v'ö. 

On  est  ainsi  ramen6  au  Systeme  (3")  du  n'SSS,  en  posant  \/x=  u,)/y  ^=-v. 
Mais  la  derniere  equation  n'est  pas  aussi  generale  que  la  seconde  des  equalions 
proposSes ;  de  sorte  qu'on  n'a  pas  ainsi  toutes  les  solutions. 

XIII.  Resoudre  le  Systeme  : 

X-  +  XII  +  y'  a;'  —  XII  -t-  v'       , 

1^ -  =  a,     ^ =zo. 

x+y  x—y 

""  Ib  +  a 
On  tire  facilement  de  ces  öquations,  en  posant.  W  ,  _^  :=r: 

.r-r«.     ■■-   "0  +  ^) ar(I+r) 

x-=z  ry .     V  =  • — ; : — ;     x  =  - — ; ; — z  • 

"'     ^       1  +  r  +  T'  1  +  r  +  r' 

XIV.  Resoudre  le  Systeme  : 

XU  xs       ,        yS 

Z  y  '      X 

On  trouve  :  i'  =  a5,    j/'  =  ac,    z-  =  bc. 

XV.  Resoudre  le  Systeme  : 

X  (y  +  z)  =  2p,    y(i  +  x)=  2q,     z  {x  +  y)  =  2r. 
On  tire  aisement  de  lä  : 

xy  =  p  +  q—r,    xz=p  +  r—q,    y3  =  q  +  r  —  p; 
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et,  par  siiito , 


(P+  <l  —  r)  {<l  +  r  —  j)) 
P  +  r-q 


-s/ 


(p  +  r—q)  (</  +  r  — ?)), 


XVI.  RösouJre  Ic  systtmc  : 

xy^Z^  =  4125,      ^  =  6%      ~=  ^^. 

On  trouve  :  x  =  l,    ij  =  b,    f  =  3. 

XVII.  Resoudre  le  sysleme  : 

x  +  y+s=\3,    «'  +  i/  +  j!»  =  61,    2y2  =  x{z  +  y). 
On  6limine  ais6ment  y  et  ;if ;  et  Ton  trouve  a;  =  4  et  a;  =  9.  On  obtient,  par 
Buite,  y  +2  et  y^;  d'oü  l'on  conclut  y  et  jsf.    Les  valeurs,  qui  correspondent  k 
^=9  sont  imaginaires  ;  Celles  qui  correspondent  ä  «  =  4,  sont  y  =  3,  2  =  6. 


GHAPITRE  IV, 

RESOLUTION  ET  J)ISCUSSIO\  DES  PHOBLEMES  D'UIV  DEGRE 
SUPtRlEUU  AU  PREBIIER. 

§  I.  Problömes  ä  une  inconnue. 

286.  PROBLifcME  I.  Calculer  la  profondeur  d'un  puits,  sachant  qu^il  s'eit 
icouli  un  nombre  6  de  secondes  entre  Vinstant  oil  Von  a  laissä  tomberune  pierre 
et  celui  oü  le  bruit  qu'elle  a  fait,  en  frappant  le  fand,  est  revenu  ä  roreille. 
(On  n^glige  la  resistance  de  l'air.) 
Pour  r6soudre  ce  probleme,  il  faut  se  rappeler  deux  principes  de  physique : 
1°  L'espace  parcouru  par  un  corps  pesant  est  proportionnel  au  carre  du 
temps  t  6coule  depuls  le  commencement  dela  chute  ;  et,  si  l'on  designe  par  g 

Qt^ 

un   coefficient  constant,  6gal  ä  9"", 80896,  il  est  repr6senl6  par  Texpression  2-  • 

2°  Le  son  se  meut  uniformöment,  et  parcourt  333  mötres  par  seconde.  Dans 
le  calcul  qui  va  suivre,  nous  representerons  sa  vitesse  par  v ;  de  sorte  que,  dans 
le  temps  t,  il  parcourt  l'espace  vt. 

Soit  X  la  profondeur  du  puits,  6valu6e  en  metres.  En  nommant  ti  le  nombre 
de  secondes  que  la  pierre  met  ä  descendre ,  on  a  : 


.=f;    .'oa   ,,=  ^|.  m 
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En  nommant  tt  le  temps  que  le  son  met  ä  remonter,  on  a : 

x  =  vt2:,     d'oü    ti  =  -.  [2] 

Or  ti  +  h  =  6,  d'aprßs  l'enonce ;  donc  l'öquation  du  proLleme  est  : 


5+\/7  =  '-  ffl 


V 

Pour  resoudre  cette  6quation,  qui  contient  un  radical,  on  la  met  sous  la  forme. 


-5-\/?-  '*! 


et,  elevant  les  deux  membres  au  C3.xvi,  on  a  : 

e:-2^+i:  =  ?^;  15] 

V       v^       g  -• 

OU)  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  prämier  memLre,  et  ordonnant 


On  tire  de  li  ; 


V     ff     \/  \v-g)      u» 


f' 

DisclSSion.  Les  deux  racines  sont  reelles;  car  la  quantit6  placke  sous  le 
radical  est  6videmment  positive, 

II  est  facile  de  voir,   en  oulre,  qu'elles  sor.t  toutes  deux  positives  :  car, 

d'aprSs  r^quation  [6],  leur  produit   ö-r'  est  positif,   ainsi   que  leur  somme 

/29       2\ 

( 1-  -)f^  Le  problume  ne  peut,  cependant,  avoir  qu'une  Solution;  car  deux 

puits  de  profondeurs  differentes  ne  peuvent  correspondre  ä  une  möme  valeur 
de  6.  Pour  expliquer  celte  singularit6,  ettrouver  quelle  est  celle  des  deux  racines 
qui  repond  ä  la  question,  remarquons  qu'en  61evant  au  carre  les  deux  membres 
de  rdquation  f4J,  nous  formons  une  equation  nouvelle,  qui,  il  est  vrai,  i;e  peut 
manquer  d'etre  satisfaite  si  1*  proposöe  Test  elle-mSme ,  mais  qui  peut  l'etre 
aussi  sans  que  celie-ci  le  soit.  Les  deux  membres  auraient,  en  effet,  m6me 
carrö,  s'ils  etaient  egaux  et  de  signes  contraires.  L'6quation  [5]  6quiYaut  donc 
r^ellement  (126)  aux  deux  suivantes: 


V      \   g'  V  Y  3 


La  premi^re  de  ces  öquations  est  la  seule  qui  corresponde  au  problfeme  pro- 
pos6;  et  sa  Solution  est  la  Solution  du  probleme.  Or  cette  Solution  est  moindre 

X 

qu,e  r9,  puisque,  0 etant  positif,    il  en  est  de  meme  de  f6  —  x:  au  con- 

traire,   la   Solution  de  la  seconde  Equation  est  plus  grande  que  v9,  puisque 
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• est  nögatif;  eile  est,  par  consequent,  la  plus  prande  lacine  de  l'fequa- 

tion  |5]  :    olle  doit  Clrc  lojctie  conimc  holution  etraiigcre.  Ainsi,  la  Solution 
cherchäe  est  : 


r       fi       V  '  r       gl        t;' 


1 

Remarquons  que,   dans  reqiialion  [6]  qui  fournit  celte  Solution,   v  rcprd- 
sente  la  vilesse  du  son,  6gale  k  333  einiioii ;   le  caire  v^  est  doiic  un  nombre 

asscz  considerable ,  et  — ,  copfficient  de  x,  est  tres-pelit.  D'ailleurs,  la  Solu- 
tion cherchcJe  est  la  plus  petito  des  deux  racines.  U  y  a  düuc  ii'U  d'appliquer 
h  la  rccherche  de  sa  valcur  les  foimules  de  l'arlicle  263;  en  adoplant  la  pre- 
mi&re,  il  viendra  : 

'=2— 2Ö-  ^^^ 

9       V 


C'est  la   formule   donl  on  devra  se  servir  dans  les  applications.   En  effet, 
ivaut,äpeup.5s,^^ 


-,  vaut,  ä  pcu  pi5s,  TTjTTTjT,  ;   et  comme  l'unite  de  longueur  est  le  metre,  on 


peut,  sans  aucun  inconvt'nient,  m'gliger  les  quantitös  de  Tordre  — 

La  formule  [a]  peut,  du  rcsLe,  se  simplifier  un  peu,  si  l'on  remarque  que, 

,  26 
V  etant  grand,  —  est  pelit ;    en  sorte  qu  en  le  negligeant  dans  une  premifere 

approximation,  on  peut  6crire : 

c'est  la  formule  qui  convicndraü,  en  supposant  la  vitesse  du  son  infinie.  Pour 
ottenir  un  terme  de  conection,  posous  : 

Nous  aurons,  pour  determiner  «,  l'^quation  : 


—  Tr+  a, 


2      20        2 
9      V 


d'oü  l'on  tire,  en  chassant  le  d(5nominateur  du  premier  membre, 
Q  _  2a      £0_ä      2a9 
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Negligeant  ~ — ,  gut  est ,  d  la  fois,  tres-petit,  a  oause  du  fackur  a.  et  du 


facteur  - ,  on  en  döduit : 


et  l'on  a  enfin,  comme  valeur  approch^e  dB  x 


C'est,  du  reste,  la  formule  älaquelle  on  serait  arrive,   en  effectuant  la  divi- 

sion  de  6-  par  (  -  +  -7)»  ^^^^  s'arretant  apres  avoir  tiouve  las  deux  premiers 

termes  du  quotient. 

38«.  Probleme  II.  Partager  une  droite  AB  en  deux  parlies  telles,  quo  la  plus 
grande  AX  soit  moijenne  proporiionndle  enlre  la  plus  petite  et  la  ligne  enliere. 


Soit  a  la  longueur  de  AB;  designons  AX  par  x,  et,  par  suite,  BX  par  (a  —  x) ; 
nou-!  aurons,  d'apres  Fenoncej  la  proportion  : 

-"  =  -^.  II] 

X      a     X 

On  en  tire  l'equation  :  x-^=a[a — x), 

ou  xä  +  aj— a==0.  [1] 

DiscussiON'.  Les  deux  racines  sont  evidemment  reelles.  Comme  y'o  est  com- 
prise  enlre  2  et  3,  la  premiere  racine  est  positive  et  plus  petite  que  a;  eile  est 
donc  la  Solution  demanJee.  Mais  la  seconde  est  r.egative,  et  sa  valeur  absolue 
est  plus  grande  que  a;  eile  doit  donc  etre  rejetee. 

Cepeudant  on  peut  Interpreter  cette  Solution  negative.  En  elTet,  designons-la 
par  ( — a)  :  comme  eile  vörifie  l'equation  [2],  on  doit  avoir  : 

[  —  %j^=a{a  —  [  —  a)  )  ,     ou     a==a(a4-a). 

Ainsi  a  est  une  moyenne  proportionneüe  entre  a  et  (a  +  a),  et  repond  Evidem- 
ment ä  !a  question  suivante  : 

Trouver,  sur  la  li'jne  AB  prohngee,  un  point  X'  tel,  que  sa  dislance  a  au 
point  A  soit  moyenne  proportionneüe  entre  sa  dislance  (a  +  a)  au  point  ß  et  la 
ligne  AB=a. 

I I 1 

X'  AB 

Les  deux  solutions,  que  nous  venons  de  rencontrer,  resolvent  d'une  maniüre 
generale  le  probl'mc  suivant  : 

Trouver,  sur  une  droile  indtftnie,  sur  laquelle  sont  pris  deux  poinls  A  et  B, 
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un  point  X  tcl,  qxic  la  distance  AX  soii  moycnne  proportionnelle  eiitrc  BX 
rt  AB. 

El  il  arrive  que,  comme  dans  la  plupart  des  problemes  du  premier  dogrö,  la 
Solution  Ui'galivc  d  >it  Ctre  [lorlde  sur  la  dioite  AB,  eu  sens  oppos6  ä  la  solulion 
positive. 

On  aurail  pu,  d'ailleurs,  6viter  la  solulion  negative,  en  coniplnnt  les  dis- 
tanccs  h  parlir  du  point  B.  Car,  en  d6signant  [lar  x  la  distance  BX  (!'•  flg.), 
et,  par  suite,  par  (a  —  x)  la  distance  AX,  on  auiait  eu  la  proportion  : 


d'oü  l'on  eüt  tire  refpiation 


et,  par  suite 


14] 

[5] 


Ces  deux  Solutions  sont  positives  :  la  premiöre ,  qui  est  plus  grande  que  a, 
donne  le  point  X';  et  la  seconde,  qui  est  j'lus  pelite  quo  a,  donne  Ic  point  X. 
CoNSTRUCTiON  DES  SOLUTIONS.  Les  foimules  f3],q!ii  peiivenl  s'cciire: 

conduisent  imm^diatement  ä  la  construction  qu'on  indique  dans  les  lilömenls 


de  geomc'trie.  Car 


V/^"^ 


*  est  rhypotdnuse  du  triangle  rectangle,  qui  a  pour 


cötes  de  l'angle  droit  AB  et  -^;  et,  pour  avoir  x',  il  faut  rctrancher de 

cette  hypotenuse,  tandis  que,  pour  avoir  la  valeur  absolue  de  x",  il  faut  ajouter 
les  dcux  longueurs.  On  porte  d'ailleurs  x'  de  A  \ers  B,  et  a;"  en  sens  contraire. 
Remarquons  encore  que  requaüon  [2j  peut  s'ecrire  : 

x{x  +  a)=a^; 

par  consöquent,  le  probleme  propose  revient  ä  celui-ci  :  Trouver  deux  lignes 
xet  x  +  a.,  dont  la  diffirence  est  a,  et  do^t  la  moyenne  proportionnelle  est  a. 
On  apprend,  en  g6om6trie,  ä  resoudre  cette  question,  et  l'on  relrouve  la  con- 
struction precddente. 

288.  PROBLfiME  III.  Troitver,  sur  itne  ligne 
PO,  un  point  X  cgalement  Maire  par  deux 
luinieres  A  et  B,  dont  les  inlcnsUis  sont  i  et 
i'.  On  donne  AP  =  a,  BQ  =  b,  et  PQ  =  d; 
AP  et  BQ  elant  les  perpendiculaires  ahaissees 
des  points  A  et  B  sur  la  ligne  PQ. 

Pour  rösoudre  ce  probleme,  on  doit  se  rap- 
peler que  l'intensitö  de  la  lumiere  est  en  raison 
inverse  du  carr6  de  la  distance  du  point  6claire  au  point  lumineux;  de  sorte 

.         .  ,   i 
quune  lumiöre,   d'intensit6  i,  eclaire,  ä  la  distance  x,  avec  une  inteasite  -. 
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On  doit  avoir,  par  cons^quent  : 
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^~BX^' 


AX 


ou,  ea  d6signant  PX  par  x,  et,  par  consequent,  QX  par  {d—x)  : 


a^  +  x^      b'  +  [d—xy-' 
ou,  en  chassant  les  denominateurs  : 

[b^  +  (d  -  x)^]  i=  (a^  +  X')  t'. 


[11 


[2] 


DiscussiON.  Sans  entrer  dans  les  details  de  la  Solution  de  cette  6quation  du 
deuxifeme  degre,  et  des  conditions  dn  pcssibilitö  du  problöme,  cherclions  ä 
interpreter  Its  Solutions  negatives  qu'ellc  peiit  avoir.  Si  Ton  d6signe  par  ( — a) 
une  Solution  negative,  cette  Solution  doit  verifier  l'öquation  [1];  on  doit  donc 
avoir  : 


a=  +  a2      li+{d+(x)^ 


m 


C'est  lä  precisöment  F^quation  que  l'on  aurait  dil  ^crire  si,  cherchant  le 
point  X  ägauche  de  P,  on  avail  designepar  a  sa  distance  inconnue  au  pointP. 
Les  Solutions  negatives  fournissent  donc  des  Solutions  du  probleme  propose, 
pourvu  que  l'on  porte  la  longueur  qu'elles  representent  ä  gauche  du  point  P, 
c'est- ä-dire  dans  un  sens  oppose  ä  celui  qui  correspond  aux  solutions  positives. 

■  389.  Probleme  IV.  i:tünt  donnds  un  cercle  dont  le  centre  est  0,  un  de  ses 

diametres  AB,   et   une   cor  de  CD 
_,'-''''  ~"^^^^  perpendiculaire  ä  AB;    ori    de- 

mande  de  traccr  un  cercle  lan- 
gem, ä  la  fois,  au  cercle  0,  au 
diametre  et  ä  la  corde 

Soient  OA=R,  Ol=a.  Suppo- 
sons  qu'on  veuille  cnnstruire  le 
cercle  G  inscrit  dans  le  segment 
AIC.  Prenons  pour  inconnue  son 
rayon,  et  posons  GT:=IT=a!.  La 
droite  OG,  qui  Joint  les  centres, 
va  passer  par  le  point  de  contact  H  des  deux  cercles ;  eile  coupe  d'ailleurs  le 
cercle  inconnu  en  S.  Or  la  tangente  OT  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sfecante  entiere  OH  et  sa  partie  exterieure  03.  On  a  donc  : 


0T*  =  0HX0S,     ou    (a  +  xy  =  K(,R—2x), 
ou,  en  developpant  et  en  ordonnant, 

«»+2(R  +  o)a;— R2  +  a'=0. 


On  en  tire  : 
ou,  reduisant  : 


»  =  -(R  +  a)±V(R  +  a)^-t-ll^'-"'); 


x=-(R  +  o)±V2K(K  +  aJ.. 


[IJ 

1=1 

[31 
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Discüssiov.  Ces  dcux  racincs  sont  övidcmmcnt  n'clles,  puisqiie2R  (R  +  a) 
est  une  qiiantite  positive;  et,  cominc  a  est  plus  pctit  que  R,  on  voll,  <\  l'inspec- 
tioii  de  l'J(iualion  [2],  que  l'une  d'ellcs  est  positive  et  rautie  negative. 

La  Solution  positive  x'  se  coiislruit  avec  une  grande  faci!il6  :  car  le  radical 
est  ui)-!  nioyciHio  proportioiineüe  entre  2R  et  (R  +  a),  c'est-ä-dire  enlre  BA 
et  Bl ;  il  est  doiic  egal  ä.  BC.  Donc  : 

a;'=BC  — BI. 

Donc,  si  I'on  prend  BT=BC,  IT  scra  egal  ä  j^  :  ce  sera  le  rayon  cherchr'. 
Püuravoir  le  centre,  on  61evera  en  T  une  perpendicuLiire  TG  surAB,  et  on  la 
prendra  6gale  ä  IT. 

Quant  ä  la  Solution  negative  x",  eile  est  ^gale,  cn  valeur  absolue,  Ji  BC  +  BI. 
Pour  rinterpieler,  remarquons  que,  si  on  la  d6signe  par  ( —  a),  eile  doit  v6ii- 
fier  r^quation  [Ij ;  on  doit  donc  avoir  : 

(a-a)2  =  R(R-f  ia),     ou     (a -o)2  =  R  (R  +  2a).  [4] 

Or  c'est  lä  pr6cisement  l'equation  qu'il  eüt  fallu  ecrire,  si  I'on  avait  voulu 
tracer  un  cercle  tangent  extt'rieurement  ä  l'arc  BC,  au  diametre  et  ä  la  corde 
proloi  gi's,  et  que  I'on  eüt  appole  a  son  rayon  inconnu;  on  s'en  a-sure  ais-ment 
en  faisant  la  figure.  Ainsi  la  racine  negative  fournit  une  seconde  Solution  du 
proll^me;  et  pour  avoir  le  point  de  contact  T,  du  nouveau  cercle  et  du  dia- 
metre AB,  il  suffit  de  porter,  sur  ce  diametre,  ä  gauche  de  B,  une  longueur  BT| 
egale  ä  BC. 

On  voit  qu'ici  encore  les  deux  rayons  IT=BC  — BI  et  ITi=BC  +  BI  sont 
portes,  ä  parlir  du  point  I,  en  des  sens  oppos6s,  comme  l'indiquent  les  signes 
dont  leurs  valeurs  sont  afTe^tecs  dans  les  formules  [3]. 

II  est  Evident  que  les  points  T  et  Ti  sont  les  points  de  contact  de  deux  autres 
cercles  egaux  aux  premiers,  dont  les  centres  sont  symctriquement  pLic6s  au- 
dessous  du  diametre  AB,  et  qui  röpondent  aussi  ä  la  question. 

Si  I'on  veut  maintenant  inscrire  un  cercle  dans  le  segment  BIG,  on  trouvera, 
par  des  raisonnements  aaalogues,  l'öquation 

{x  —  ay  =  ^R{K  —  1x),  [5] 

qui  differera  de  l'equation  [1],  et  qui  ne  pourra  pas  s'y  ramener  par  le  change- 
ment  de  signe  de  x.  Sans  entrer  dans  le -detail  de  cette  nouvelle  Solution,  nous 
dirons  seulement  que  la  racine  negative  correspondra  au  cercle  tangent  ext6- 
rieurement  ä  l'arc  AC,  et  qu'on  obtiendra  les  points  de  contact  des  deux  cercles 
avec  le  diametre  AB,  en  decrivant,  du  point  A  comme  centre,  une  demi-circon- 
förence,  de  rayon  AC. 

On  voit  que  le  probleme  a  huit  Solutions  fournies  par  deux  6quations  du  se- 
cond  degre. 

290.  Probleme  V.  Partager  la surface  d'un  cercle,  de  rayon  R,  en  moyenne 
et  extrime  raison,  par  une  circonference  concentrique. 

On  peut  faire  deux  hypoth&ses  :  1°  la  surface  comprise  entre  les  deux  circoa- 
ferences  est  la  moyenne;  2°  la  surface  du  cercle  inconnu  est  la  moyenne. 
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Dans  le  premier  cas,  si  Ton  designe  par  x  le  rayon  du  cercle  cherche,  l'^qua- 
tion  du  Probleme  est  : 

7tR'         _  7C(R'  — i^) 

■k(K^  —  x')~       r.x"      ' 
ou  {^^—x^y  —  Wx\  [l] 

Ontiredelä:  R'— x'  =  Rx,     ou    R^— .r==:— R«. 

La  prämiere  de  ces  deux  öqualions  donne  : 

^     R(-l=hV5). 


2 
et  la  seconde,  qui  n'en  diffcre  que  par  le  signe  de  x,  donne : 

r(i±v/s) 


12] 


[3] 


DiscussiON.  Ces  quatre  racines  sont  egales  deux  h.  deux  et  de  signes  con- 
traires.  Mais  les  racines  negatives  n'ont  pas  de  significUion  dans  cette  ques- 
tion  göomötrique;  elles  doivent  Stre  rejetees.  Quant  aux  racines  positives,  la 
premiere, 

rV-^-O 

T Z. 1 

2 

est  la  plus  grande  partie  du  rayon  R  divise  en  moyenne  et  exlrime  raison  : 
eile  repond  directement  ä  la  question  de  partage.  La  seconde, 

R  (vT  4-1)^ 


2 

est  la  ligne  dont  la  moyenne  serait  R  dans  la  division  en  moyenne  et  extreme 
raison.  Gelte  ligne,  plus  grande  que  li,  donne  une  Solution  qui  ne  convient  pas 
au  proble;ne  tel  qu'il  a  6t6  pose.  Mais,  que  l'on  en  gen^ralise  l'^nonc^  de  la 
maniere  suivante  : 

Coiistrnire  un  cercle  concentrique  ä  un  cercle  donne,  et  tel  que  la  couronne 
seit  moyenne  proportionnelle  enlre  les  surfaces  des  deux  cercles, 

Ce  nouvel  enoncö  n'exigera  plus  que  le  rayon  incunnu  soit  plus  petit  que  R, 
Si  on  le  suppose  plus  grand,  l'cquat'on  nouvclle, 

(a;2  — R'}2=R^,t2, 

ne  difTerera  pas  de  l'öquation  [l];  et,  par  suite,  la  seconde  Solution  conviendra, 
comme  la  premiere. 

Suppos.,ns  mainteiK'.nt  quo  ce  soit  le  ccrc'e  inconnu  qui  doive  ßlre  moyenne 
proportionnelle  entre  le  cercle  donne  et  la  couronne  :  F^quation  du  problcme 
est  alors ; 

^  =  -7^^^'     O'^    a;'+R2x2-R'  =  0.  [41 

■KX'  7T(K^ X-)  '■     ' 

On  pourrait  resoudre  cette  öquation  bicarree  par  les  mcthodes  oonnuos.  Mais 
il  vaut  mieux  poser  : 

a;'=Rt/;  [ö] 


^ 
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et  l'öquation  devient,  aprös  avoir  el6  divis6e  par  R» : 

y'  +  R!/-R'  =  0;  [6] 

eile  est  idenliqne  avec  la  premi6re  des  ^ijviations  du  premier  cas.  Ainsi  la 
valeur  nL>f;;ilive  de  y  doit  6lre  rcjel6e;  et  la  valrur  positive  est  la  plus  grande 
parlic  du  rayon  dirisö  en  moycnne  et  extreme  raison.  Quant  an  rayon  x  du 
cercle  incnnnu,  il  est,  d'aprrs  rdquation  [5],  une  moyenne  proporlionnelle  entre 
le  rayon  du  cercle  donne  et  la  mayenne  y. 
On  construira  riscracnt  les  trois  Solutions  de  ce  probleme. 

§  II.  Problijmes  ä  plusieurs  inconnues. 

291.  Probl£mkVI.  Calculer  les  c6t es  de  V angle  droit  d'u7i  trianglerectangle, 
coniiaissant  l'hypotenuse  a  et  la  hauteur  h  dbaissie  du  sommet  de  l'angle  droit 
sur  l'hypolinuse. 

Soient  a;  et  y  les  deux  cotes  inconnus ;  le  thcoreme  de  Pythagore  donne  l'equa- 
tion  : 

x^  +  y^=a^.  fl] 

La  surface  du  triangle  a  pour  expressions  -^  et  -r- ;  donc  on  a : 

xy  =  ah.  [2] 

En  doublant  les  deux  membres  de  rdquation  [2] ,  et  en  l'ajoutant  ensuite  h 
rcquaUon  [1],  on  a  : 

x''  +  i/  +  2xij=a''  +  2ah,    ou    (acfy)'— a'  +  2aft; 

d'oü  Ton  tlre,  en  extra yant  les  racines  carröes  des  deux  membres,  ce  qui  esl 
permis,  puisqu'ils  sont  positifs : 

x  +  y=\fa^  +  2ah.  [31 

Si,  au  lieu  d'additionner  les  deux  6quations  membre  ä  membre,  on  soustrait 
la  seconde  de  la  premüre,  on  a : 

(«— I/)'=a^— 2a/i; 

et,  comme  on  peut  supposer  que  x  est  le  plus  grand  des  deux  cötes  cherchös,  on 
a,  en  extrayant  les  racines  : 

a; — y=z\/a' — 2ah.  [4] 

ün  connait  donc  la  somme  [3]  et  la  difference  [4]  des  inconnues,  et  Ton  en 
conclul : 

!x  =  -  (v/a-'-t-2a/t  i-  s/a^—'lah) , 
, I.-^] 

y  =  -  (v'o' +  2a/i— v/o'— 2a/0  • 
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DiscDSSioN.  Pour  que  le  problöme  soit  possifale,  il  faut  et  il  sufGt  qae  les 
raleurs  de  a;  et  de  y  soient  reelles,  c'est-ä-dire  que  Ton  ait : 

a>2h,     ou    h<^.  [6] 

292.  Remarqoe.  Ces  inSgalit6s  [6]  n'excluent  pas  les  tgalit(5s  Ilmites, 

a  =  2h,     h=^; 

car  les  valeurs  de  x  et  de  y  restent  reelles  et  positives,  dans  cette  hypotli^se. 
Elles  fournissent  doncles  Solutions  des  deux  questions  suivantes  : 

1°  Parmi  tous  les  Iriangles  rectanghs,  de  hauteur  donn^eh,  qitel  est  cchii 
dont  Vhypotenu>:e  est  la  plus  ]ielite  possibleP 

C'est  le  triangle  dont  Thypotcnuse  est  egale  k2h.  II  est  isocöle;  car,  dans 
ce  cas, 

x=y=h^2. 

2°  Parmi  tous  les  triangles  rectangles,  de  mSme  hypotMuse  a,  qxiel  est  celui 
dont  la  hauteur  est  Ja  plus  grande  possible ? 

C'est  le  triangle  dont  la  hauteur  est  egale  ä  -.  11  est  isocüe;  car,  dans  ce  cas, 

a\f2 
^        2 

293.  Probl£me  VII.  Däerminer  les  cötis  d'un  triangle  rectangle,  connais- 
sant  sa  surface  m-  et  son  pärimetre  2p. 

Soient  x,  y,  z  les  cotes  du  triangle ;  2  etant  l'hypot^nuse ,  oa  a ,   d'aprös 
r6nonc6  et  en  se  ssrvant  de  propositions  trus-connues  : 

X''=x'  +  y\  [1] 

x  +  y+z=2p,  f2j 

2rn'  =  xy.  [3] 

En  n):-ltipliant  par  2  les  deux  membres  de  la  troisi^me  ^.quationj  et  l'ajoutant 
ensuite  k  la  premiere,  on  a : 

;£=  +  4m'=a;'  +  i/  +  2Tt/,    ou    »^ +  !irri'={x  +  yf.  '[4] 

La  seconde  donne  d'ailleurs  l'equation  : 

x  +  y  =  2p-z;    d'oü    {x  +  y]^  =  (2p  —  zy.  [5] 

En  egalant  les  deux  valeurs  de  (x  +  yf  fournies  par  les  equatlons  [4]  et  [5] , 

on  a  : 

(■2p  — s)»  =  jrä  +  4m'; 

ou,  en  efTectuant  l'elövation  au  carre  indiqucedans  le  premier  mcmbre,  puls  cn 
suppiimant  le  lerme  z''  qui  est  commun,  et  en  divisant  les  deux  membres  par  4, 

p^  —  pz-=m}\ 
d'oü  l'on  döduit:  x^t—Jüt.  [6] 


l 
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Puis  s  (^fant  connii,  les  cquations  [2]  et  [3]  fönt  connaltro  (x  +  y)  et  xy; 
car  cllcs  donnont : 

cr  +  y=:2p  —  !i—- — ■ — ,    .ti/  — 2m'; 
X  et  y  sont,  par  cons6quent,  racincs  fle  l'6(|uation 

P 

On  a  donc :  ^=Vlp}l±  \/  U^pll^.  [7j 

y         2p  V  4p^  "■  ^ 

DiscusPiON.  Commo  la  v.ilour  [6]  de  z  doit  etre  positive,  l'une  des  coodilious 
de  possibilite  du  problemc  est  : 

p  >  m. 

Mais  cctte  conditiou  ne  suffit  p:  s ;  il  faut,  en  outre,  que  les  valeurs  de  x  et 
de  y  soient  reelles  et  positives. 

Or  on  voit,  k  Pinspection  de  l'6quation  qui  les  fournit,  qu'elles  sont  posi- 
tives, si  elles  sont  reelles.  II  sul'fit  donc  d'cxprimer  qu'elles  sont  reelles,  c'est- 
i-dire  que  Ton  a  : 

-^J-j— 2  m-  >  0,      ou      (p'  +  my—  8]>-ni^  >  0. 

Or  le  premier  membre  peul  6tre  consid^re  comme  la  diff;'rence  de  deux  car- 
r6s.  Cette  in6galite  öquivaut  donc  ä  la  suivante  : 

(p*  +  m'  +  2pm  v^2)  (p^  +  m^— 2pw  \/2)>0. 

Mais  le  premier  facteur  est  positif :  il  faut  donc  que  Ton  alt : 

p'^  +  m?  — ■2pm\' 2  >0.  [8] 

Teile  est  la  condition  ä  laquelle  p  et  m  doivent  satisfaire.  On  peut  en  döduire 
les  limites  entre  lesquelles  peut  varier  p  pour  une  valeur  donnöe  de  m,  ou  m 
pour  une  valeur  donn^e  de  p.  Nous  obtiendrons  ces  deux  rösultats  ä  la  fois,  en 

posant  —  =  r.  Si,  en  effet,  l'on  divise  par  m^  les  deux  membres  de  l'incgalite  [8], 

eile  devient  ; 

r'  — 2rv/2+  I>0. 

Or  son  premier  terme  est  positif:  on  en  conclut  que,  pour  qu'elle  seit  satisfaite, 
r  doit  etre  plus  grand  que  la  plus  grande  racine  de  l'equation  r-  —  2r  v/2  +1=:0, 
ouplus  petit  que  la  plus  petita;  c'est-ä-dire  plus  grand  que  {^2  +  l)  ou  pluspetit 
que  (v'2 — l).  Mais  p  6tant,  comme  on  l'a  vu,  plus  grand  que  m,  le  rapport 
--  ne  peut  pas  ötre  moindre  que  (y/i  —  1 )  ;  il  faut  donc  qiCil  soit  plus  grand  que 

{\/2  +  \)-  D'ailleurs,  cette  condition  entralne  la  premiere;  eile  est  donc  la  seu'e 
condition  de  possibilite  du  probleme. 
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201.  Remarque.  Le  triangle  rectangle,  dont  le  perimetre  est  2p  et  la  sur- 
face  m',  n'est  possible  que  si  Ton  a  : 

-  >  ^2  +  1 ; 
m  ' 

on  en  conclut :         m  < —- — ,     ou     m<pCv/2  — 1^. 

et  p>m(v/2+l). 

Ces  inegalit^s  n'excluent  pas  las  ögalites  limites, 

m=:pCv^'2— l),     p  =  ?n(v'2  +  l); 

car,  dans  cette  hypothöse,  les  valenrs  des  inconnues  restent  reelles  et  positives. 
Elli's  fonriiissent  donc  la  Solution  des  qnesiions  suivantes  : 

1°  Parmi  lous  les  triangles  rectangfes,  de  meme  p6rimetre  2p,  quel  est  cclui 
dont  la  surface  est  la  plus  gründe  possible? 

C'est  le  triangle  dont  la  surface  est  m'  =  p'(v'2 — l)^.  11  est  isocele  ;  car 
les  cotes  de  langle  droit  sont  donn6s  par  la  formule  :  x  =  y  =-p  (2 —  ^2).  L'hy- 
pot6nuse  z  ^=  2p  {\J~l  —  l) 

2"  Parmi  les  triangles  rectangles,  de  mime  surface  m-,  quel  est  celui  dont  le 
p4rimette  est  minimum  P 

C'est  le  triangle  dont  le  pörimetre  est  :  2p  =  2m(v/2  +  l).  II  est  isocele;  car 
les  cotes  de  l'angle  droit  sont  donn6s  par  la  formule  ;  .c  =  j/  =  mv/2.  L'hypo- 
t6nuse  z  :=  2m. 

295.  Probleme  VIII.  Inscrire  dans  une  sphere,  de  rayon  R,  un  cylindre 
dont  la  surface  totale,  y  cornpris  les  deux  hases,  soit  e'quicalente  ä  uncercle, 
de  raynn  donne  m. 

Si  Ton  nomine  x  le  rayon  de  base  et  y  la  hauteur  du  cylindre,  la  g6om6trie 
fournit  immödiatemenl  les  öquatioas  suivantes  : 

x2  +  ^-=rR%     27ta;'  +  2iixy  =  7tm»;  [1] 

et  cette  derniere  devient,  en  supprimant  le  facteur  n, 
2x'  -\ 

On  deduit  de  [2]  :  y  = 


2x'  +  2x!/  =  m'.  [2J 

m^  —  2x2 


2x      ' 
et,  ea  subslituant  cette  valeur  dans  la  premicre  equation  [1],  on  a  : 

chassant  les  dSnominateurs,  et  r6duisant  les  termes  semblables ,  on  obtient  l'c- 
quation  bicarree  : 

20x«  — (4m'  +  16R')a;'  +  m«ii=0;  [3J 

d'oü  Ton  ddduit  : 

,       (m'  +  4R'idrx/(m'+  W}'     bin*  ,^, 

^^- hi •  I*J 
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et  par  suile,  x=  y  ■ — .  l&J 

DiscussiON.  A  la  sPulc  inspeclion  de  l'6q<iation  bicanee  [31,  on  s'aper^oit  que, 
si  les  valeurs  de  x' sont  reelles,  elles  sont  toulos  deux  posiiives,  et  elles  four- 
nissont  par  coiisüiiuent  chaciine  une  valeur  rcolie  et  positive  de  x.  Mais  il  ne 
suflit  pas  que  xsoit  reel  et  positif,  il  faut  aussi  que  y  le  soit;  par  suite,  on  doit 
avoir  : 

m'— 2a;»>0,     ou    «  < -^.  16] 

Le  Probleme  aura  donc  autant  de  solut'ons  qu'il  y  aura  de  valeurs  de  x  four- 
nies  par  la  formule  [5],  et  satisfaisanl  a  ceite  condilion  [6]. 

Pour  que  Ifi  prolilöme  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  les  valeurs  de  x  soient 
rdelles;  il  suffit,  pour  ceia,  comme  nous  l'avons  dit,  que  Celles  de  i'  le  soient; 
ce  qui  exijje  seulement  l'inegalite  : 

(m»  +  4R')*  —  5m«  >  0, 

ou  (m»  +  4R'  —  m^  yjl)  (m'  +  4R'  +  m»  \/l)  >  0. 

Or  le  second  facteur  est  positif;  11  faut  donc  que  l'on  alt  : 
m»  +  4R»  — m' V'5>0; 

d'oü  m'<-4^,     ou    m'<R'(v/5  +  l).  [7] 

v/o  —  l 

Cette  condition  6tant  remplie,  la  plus  petite  valeur  de  x  convient  toujours  ä 
la  question;  car  eile  satisfait,  en  outre,  ä  l'inegalit6  [6],  c'est-ä-dire  que  l'on  a  : 


m^  +  4R'  —  V^  (ffl-  4-  4K')^  —  hm*       m' 

10  ^  Y' 

ou,  en  chassant  les  dönominateurs,  et  transposant : 

4  (R»—  m')  <  V  (4R2  +  m^)--om*. 

Et,  en  elTet,  si  m  est  plus  grand  que  R,  celte  inegalite  est  Evidente.  Si,  au  con- 
traire,  m  est  plus  petit  que  R,  les  deux  membres  etant  positifs,  il  est  permis  de 
les  61ever  au  cane  («04),  et  l'in^n'alite  devient  : 

16(R'  — 2R'm2  +  ?n*)  <  leR'  +  SR^m^  +  Tr.'  — 5m', 

ou  20ni<— 40R2»n2<0;    d'oü    m'<2R'; 

ce  qui  est  vrai.  Le  prohleme  a  donc  toujours  une  Solution,  des  que  la  condi- 
tion [1]  eslverißee. 

Pour  que  la  plus  grande  valeur  de  x  convienne  aussi,  il  faut  que  l'on  ait  de 
mäme  : 

m^  +  4R'+  \J{m'  +  -',[V'f'  —  bm'       m» 
lU  <  2  ' 

ou,  en  chassant  les  d(5nominateurs  et  r6duisant : 

s/fm'  +  4R^)-^  -  5m«  <  4(m'  —  R'). 
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Cr  si  m  est  moindre  que  R,  cette  inegalit6  est  impossible,  et,  par  consdquent 
la  seconde  Solution  n'existe  pas.  Si  m  est  plus  grand  que  R,  les  deux  membres 
de  l'inegalitö  etant  positifs,  on  peut  les  Clever  au  carr6 ;  il  vieut  aiiisi  : 
(m»  +  4R')'  — 5m' <  16(wi'  — R2)2;     d'oü     m'>2H'. 
II  faut  donc,  pour  qu'ü  y  ait  deux  solutiom,  que  m'  sott  compris  entre  2R* 
et  R»  (v5  +  O- 

396.  Remaeqüe.  On  peut  se  rendre  compte,  de  la  maniere  suivante,  des 
r6suliats  que  nous  venons  d'obtenir. 

L'iquation  [2],  lorsqu'on  y  remplace  y  par  sa  valeur  positive  tiree  de  [1], 
donne,  pour  expression  de  la  suriace  totale  du  cyiindre  inscri«  dans  la  sphJre  : 

Ttwi'  =  2izx  (x  +  2  v^R'— a;^) . 

Si  l'on   examine   les  valeurs  successives  par  lesquelles  passe  cette  surface 

.'orsque  Je  rayon  x  de  la  base  augmente  depuis  0  jusqu'au  rayou  R  de  la  sphere, 

on  voit  qu'elle  est  nulle  pour  a;^0;  puis,  qu'eile  augmente  avec  x  jusqu'ä  une 

limite  quele  calcul  fait  connaitre,  etqui,d'apres  ce  quiprec&de,  est  iiR'vV5  4-l)j 

la  valeur  de  x,  qui  fournit  ce  maximum,  est,  d'ailleurs  : 


x  =  - \/lQ  (b  +  sjb). 

Puis,  lorsque  x  augmente  Ju?qu'ä  R,  la  surface  diminue  jusqu'ä  la  valeur  2uR*, 
qui  correspond  au  cas  oü,  la  hauteur  6tant  nulle,  le  cyiindre  se  r^duit  ä  ses 
deux  bases  qui  sont  deux  grands  cercles.  Cr,  en  augmentant  depuis  z6ro  jus- 
qu'au maximum,  pour  dim  nuer  depuis  le  maximum  jusqu'ä  27:R',  il  e?t  evi- 
dent que  la  surface  du  cyiindre  passe  deux  fois  par  toutes  les  valeurs  com- 
prises  entre  le  maximum  et  2nR',  et  une  seule  fois  par  Celles  qui  sont  moindres 
que  2nR'. 

207.  Quelques  problemos  sont  considernblement  simplifi^s 
par  un  choix  liabile  de  rinconnue.  En  voici  deux  exemples  : 

Probleme  IX.  Trouver  quatre  nomhres  en  proportion ,  connaissant  la  somme 
des  moyens  2s,  la  sonime  des  exirSmes  2s',  et  la  somme  des  carres  des  qualre 
termes  4q^ 

Prenons  pour  inconnue  le  produit  x  des  moyens;  leur  somme  ötant  25,  ils 
sont  (*S©)  racines  de  l'equation  : 

;s2— 2w-f-x  =  0, 
et  6gaux,  par  consequent,  k 

s+\/s^  —  x,    s—\/s^  —  x. 

Comme  le  produit  des  extremes  es'  6gal  au  produit  des  moyens,  on  verra, 
de  la  möme  maniere,  que  les  extremes  sont  : 


s'+^s'^  —  X,     s'  —  \Js"  —  x, 
En  formant  la  somme  des  carres  de  ces  quatre  expressions,  on  trouve  : 
4«'  +  4i"  —  kx; 
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l'öqiiation  du  probl&me  est  ilonc  : 

4a-M- 4a''  — ^J  =  /,(;'. 

On  d^duiia  de  lä  la  valeur  de  x,  et,  par  suite,  les  quatre  termes  de  li  propor- 
lion,  qui  soiU,  tout  calcul  fall  : 


i-'+ A'-^',     i  +  v'«^'  — A•'^    «— Vq'  — «",     s'  — vV  — «*• 

Hemarque.  11  est  iialurel  de  prendre  ponr  inconnue  le  proiuit  des  moyens, 
parce  que  ce  produit,  pour  chaque  pro|)ortion,  n'admet  qu'une  seule  valeur.  Si 
Ton  clierchait,  par  exeraple,  k  dttprmiuer  un  des  muyens,  on  devrait  les 
trouver  tous  les  deux  par  le  möme  calcul ;  car  rien  iie  les  dislmgue  daiis 
1  ononc6.  L'equation  seraitdonc  au  moins  du  second  degr6. 

i'our  que  le  probl&me  soit  possible,  il  faut  qu'on  all: 

s'  <  q»,     s'2  <  q\ 

298.  Probl£me  X.  Trouver  una  propordon,  connaissant  la  somme  4s  de 
ses  termes,  la  somme  4q^  de  leiirs  carres,  et  la  .\otnme  4c-'  de  leurs  cubes, 

l'renons  pour  iiicoiuiue.s  la  diilerence  4j;  entre  la  somine  des  extremes  et  la 
uraiiie  des  moyens,  et  le  produit  ij  des  extremes;  dösiguons  par  a,  b,  c,  d,  let 
([uatre  termes  de  la  propurlion;  nuus  auroris  : 


a  +  d  +  c  +  h  =^s, 
a  +  d— (c  +  li)=4i. 
,        I    .j.  \  a  +  d  =  2s  +  2x, 

Comme  l'on  a ;  ad-=y,     bc=y,  [3] 

on  eu  d6duit  (856)  pour  o,  b,  c,  d,  les  valeurs  : 


[1] 
[2] 


[4J 


a  =  s  +  x-\-  \/ {s  +  x^—iff 
d=^  s  +  x  —  v'U  +  ^)  —  y» 
bz^s  —  X  +  yj (s  -  x}^  —  y, 
c=s  —  X  —  \J  [s  —  x)'^  —  y • 

La  somme  des  quatre  carr6s  est,  comme  on  le  calcule  facilement : 

8(s'  +  »»)-4j/; 

ei  la  somme  des  quatre  cubes  est : 

16s(s'  +  3a;')— 12sy; 

ce  qui  fournit  les  6quations  : 

8  (s'  +  x^)  —  4t/  =  4q», 
16s(s'-+  3»')  — 15Ay  =  4c3; 

ou ,  eu  divisant  par  4  les  deux  memljres  de  chacune  d'elles,  et  en  transposant 

I     2x'-  y  =q^-2s\ 

I  Vlsx'—3sy=c^—ks\  ^^ 
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En  r^solvant  ces  deux  öquations,  on  trouve  : 

,      c '  —  3(j's  +  2s5  c^  —  6^?^.«  +  Ss' 

öS  '     •'  '6s  ' 

et,  si  Ton  substitue  les  valeurs  de  o;  et  de  y  dans  les  formules  [4J,  on  obtient 
les  quatre  termes  de  la  proportion. 

EXERCICES. 

I.  Un  voyageur  part  d'un  point  B,  pour  aller  vers  un  point  C,  en  meme  temps 
qu'un  autre  vi>yagpur  part  de  G  pour  aller  vers  B.  Chacun  deux  marche  avec 
une  vitesse  constanle.  Ces  deux  vitesses  ont  un  rapport  tel,  qiie  le  piemier 
arrive  en  G  quatie  heures  apres  qu'ils  se  sont  rencontrös,  et  que  le  second  ar- 
rive  en  B  neuf  lieuies  aprSs  cette  rencontre.  On  demande  quel  est  le  rapport 
des  vitesses. 

Si  Ton  ilesigne  par  x  et  par  y  les  deux  vitesses,  par  d  la  disiance  BC,  et  par  X. 
la  distance  du  point  B  au  point  de  rencontre,  on  trouve  les  equaüons  : 

Xd  —  zd  —  z,s^ 
-= ,     =  4,     -=9; 

X      3 
et  l'on  en  tire  :  -= -. 

y     2 

II.  Trouver  un  nombre  de  deux  chiffres,  tel  que,  divise  par  le  produit  de  ces 

deux  chiffres,  il  donne  pourquotient  5-;  et  que,  si  l'on  en  retranche  9,  on 

obtienne  le  nombre  renvers^. 
Le  nombre  est  32. 

III.  Trouver  un  nombre  de  trois  chiff'res,  tel  que  le  second  chiffre  soit  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  autres,  que  le  nombre  soit  ä  la  somme  de  ses 
chiffres  comme  124  est  ä  7,  et  qu'en  lui  ajoutant  504,  on  obtienne  le  nombre 
renversö. 

Le  nombre  est  248. 

IV.  Trouver  cinq  nombres,  en  progression  par  difference,  connaissant  leur 
somme  ba  et  leur  pioduil  p^. 

On  trouve  que  le  terrae  du  milieu  est  egal  k  a,  et  que  la  raison  y  est  donn6e 
par  röijuation  : 

haif  —  hahf  +  a^  —  p^  =0. 

V.  Trouver  quatre  norcbres,  en  progression  par  difference,  connaissant  leur 

somme  4a  et  celle  de  leurs  inverses  r- 

0 

En  representant  b  s  quUre  termes  par  x  —  Sy,  x  —  y,  x  +  y,   «  +  3y,  on 

trouve  que  x=a,  et  que  y  e>t  donne  par  l'öquation  • 

9i/*  +\Oa(lb-  a)  y»  +  a*  —  tia^b  =  0. 

VI.  Mener  d'un  point  A,  ä  un  ce  clo  G,  une  sfecante  de  longueur  dnnnöe  l, 
et  cliercher  les  condilion^  de  possibilit6.  On  donne  la  distance  a  du  point  au 
centre,  et  le  rayon  R  du  cercle. 
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En  (lösignaiit  par  y  la  perpendiculaire  abaissee  de  rexln'mite  de  la  s^caiidi 
sur  I  ■  diaiiii'lie  ijui  pissc  par  lo  poiiil  A,  el  par  x  la  diatiuco  du  pieJ  de  celte 
perpendiculaire  au  centre,  on  trouve  : 

H3  +  „J_i3                (a+H  +  Z)  (a4-R  — na  +  R  — a)(/  +  a— R) 
'=         -la         ■     '-'- W • 

Les  condiliuns  de  possibilile  soiit  :  si  le  poinl  A  est  extürieur  au  cercle, 

/<a  +  R,     l>a  —  l\; 
et  si  le  poiut  est  Interieur, 

l<l\  +  a,     l>l\  —  a. 

VII.  On  sait  que,  d'tant  donnes  un  point  A  et  un  cercle,  dont  le  centre  est 
en  0  et  dont  le  rayon  est  R,  on  nomine  pnlaire  du  point  A  une  perpendiculaire 
äOA.  ir.enee  par  un  poinl  X  de  cette  dioile,  tel  que  ÜXxOA=:R'.  Cela  pose, 
deux  cercles,  de  rayon  R  t-t  R',  elant  donnes,  üii  de  naude  si  un  point  M  de  lenr 
plan  peut  avoir  möme  p(daire  dan-;  Tun  el  dans  l'autre. 

II  faut,  pour  cela,  que  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas;  et,  si  cette  condition 
est  remplie,  en  dösignant  par  d  la  distance  des  centres,  on  trouve,  pour  la 
distance  du  pule  au  centre  du  cercle  R, 


j.  —  d^4-  B^  — R'-'d--  s/(H  -^  IV -KOiK  -h  H'  — if.i  {<\  —  H'  +  d  (l<  — R'  — d) 

•2d 

VIII.  Etant  donnee  une  sphire,  de  riyon  R,  on  propose  de  la  couper  par  un 
plan  tei,  i|ue  le  plus  petit  des  deux  segments  spheriques  ainsi  obtenus  soit  au 
cöne  de  meme  base,  qui  aurait  pour  sommet  le  centre  de  la  sphere,  dans  un 
rapporl  donne  m. 

On  trouve  que  la  hautcur  du  segment  est  donn6e  par  les  formules  : 

„:?(m+  n  — \^m-f  I)  im  +  9) 

IX.  Meme  pnbleme,  en  supposant  que  le  cöne  ait  pour  sommet  rextr6mit6 

du  diamclre  perpendiculaire  ä  la  base  communi,  situee  dans  le  plus  grand 

segment. 

r,'im+  ^  —  V  .Sf/i  +  9 
On  trouve  :  a;  =  0,     a:  =  R 


2(/H+  1) 

X.  Etant  donnee  une  sphere,  de  rayon  R,  la  couper  par  un  plan  tel,  que  la 
plus  pelite  des  deux  zones  ainsi  döterminees  soit  ä  la  surface  laterale  du  cöne 
de  meme  basj,  qui  aurait  pour  sommet  le  centre  de  la  sphere,  dans  un  rap- 
port  donne  m. 

On  trouve,  pour  la  hauteur  de  la  zone 

2w»R 


:0,      a-  = 


»;i--t-4' 


XI.  Möme  problöme,  en  supposant  que  le  cöne  ait  pour  sommet  l'extremite  du 
iliam^etic  ptr^jeuditulairö  ä  la  base  commune,  situee  dans  le  plus  grand  seg- 
ment. 
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On  trouve  :  «=0,    a;=R ^ ■ — . 

XII.  Partager  un  trapeze,  dont  les  bases  sonta  etb,  en  trois  parties  propor- 
tionnelles  ä  m,  n,  p,  par  des  paralleles  aux  basos. 

En  dösignant  par  x  et  par  y  les  longueurs  des  deux  paralleles,  on  trouve  : 

,     (n  +  p)a?  +  mh^        '       pa^+(m  +  n)b' 

a?= — ,      M*  = ^ — ■ — - — , 

m-|-/i  +  p  m+?i  +  p 

XIII.  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  R,  un  triangle  isocele,  connaissant  la 
somme  a  de  la  base  et  de  la  hauteur. 

En  designant  par  x  la  moilie  de  la  base,  et  par  y  la  bauteur,  on  trouve  : 

_2  (g  — R)  ±  \l kW  +  2a\\  —  a?  _a  +  4R=p2  \lk'X^  +  V'\\  —  ä' 

X  — ,         y  — : . 

5  o 

Discuter  et  construire  ces  solutlons;  dire  quelles  sont  les  conditions  de  pos- 
sibilite,  et  daos  quel  cas  il  y  a  une  ou  deux  Solutions. 

XIV.  Un  quadrilat^re  ABCD  ötant  donne,  on  propose  de  construire  un  second 
quadrilalSre  A'B'C'D',  dont  les  cotes  soient  respectivement  paralleles  aux  cotes 
du  Premier,  ^galenient  distants  de  ceux-ci,  de  teile  sorle  que  Faire  comprise 
entre  les  perimätres  des  deux  polygones  soit  equivalente  ä  un  carr6  m?. 

On  suppose  quR  le  quadrilaiere  A'ß'C'D' enveloppe  ABCD;  si  Ton  d^signe  par 
2p  le  perimetie  du  quadrilaiere  donii6,  par  s  la  somme  des  cotaiigentes  des 
demi-angles  de  ce  quadrilaiere,  et  par  x  la  distahce  des  cotes  paralleles,  on 
trouve  I'equation  : 

sa;'+  2px  —  m?z=0. 

Discuter  cette  Solution.  Examiner  si  la  racine  negative  pput  s'interprcter,  en 
supposant  que  le  quadrilatere  A'B'C'D'  est  interieur  au  quadrilaiere  ABCD. 

XV.  Elant  donnds  un  cercle,  de  rayon  R,    et  un  autre  cercle,  de  rayon  —  j 

tangent  int6rieurement  au  premier,  on  propose  de  tracer  un  iroisieme  cercle, 
tangent,  h  la  fois,  aux  deux  autres  et  au  diamitre  qu'  Joint  leurs  ceritres. 

En  dösignant  par  x  Ic  rayon  du  cercle  cherche,  et  par  y  li  dislance  ducentre 
du  premier  cercle  au  point  de  contact  du  diametre  et  du  ceicle  inconuu,  on 
trouve  : 


1.                                   «  =  ^^"'-^^R 

«-^-"^R- 

y      m  +  1^-' 

2»                                 «  =  0, 

y=     R. 

Discuter  et  construire  les  Solutions. 

XVI.  Calculer  les  trois  cotes  .T,  y,  2  d'un  triangle,  sacbnnt  que  les  volumes 
d6crits  p:ir  le  triangle,  en  tournant  nutour  «le  chacun  d'eu.v,  sont  equivalents 
aux  volumes  de  trois  spberes,  de  rayons  a,  ßj  y. 
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On  Irouvc  Ics  relalions  :  a'  «= ß^y  =  -^'s; 

et,  par  suilo, 

1^  =  . 


liia^ 


et  deux  aiiiics  l'orruules  analogues  poury*  et  2', 

XVII.  Inscrire  dans  une  sphcTe,  de  rayon  R,  un  cylindredont  le  voliime  soit 
equivalent  ;"i  la  soninie  des  se(.'menls  spluriques  qui  onl  möme  bnsc  que  lui. 

En  dtsignant  par  x  le  rayon  de  Läse  du  cyliudi  e,  et  par  y  la  Lauleur  de  l'uQ 
des  segmenis,  on  trouve  : 

2"  «=0,  y=0. 

CoDstrulre  la  Solution. 

XVIII.  Eiant  donne  un  cercle,  de  rayon  R,  on  m6ne,  par  un  point  C  de  son 
plan,  une  tangente  ä  ce  cercle,  et  Ton  fait  tourner  ä  la  fois,  autour  du  dia- 
mötre  qui  passe  par  le  point  C,  la  tangente  et  la  demi-tirconrerence.  On  de- 
mande  de  detei miner  le  point  C,  de  teile  sorte  que  la  surface  conique,  et  la 
Zone  de  mfeme  base  qu'eile  enveloppe,  soient  dans  un  rapport  donf.e  p. 

Si  Ton  d6signe  par  x  la  di>tance  du  point  C  au  centre,  et  par  y  la  distancedu 
ceatre  k  la  base  commune,  on  trouve  : 

!•  a;  =  (2p-l)R,    y  ^^ 


•ijj  -  i ' 
1'  X  =  l\,  y=  R. 

Discuter  ces  soIutions. 


CKÄPITRE  V. 

QUELQUES  QUESTIOAS  DE  MAXl.UUM  ET  DE  SimiMUM. 

29J).  Definttions.  Une  quantit6  x  est  variable  independante, 
lorsqu'on  peut  lui  donner  arbitraireinent  des  valeurs  quelcoii- 
ques.  Une  cxpression  aljj^^briqu»'.  y  es!  dite  fonction  de  la  varia- 
ble X,  lor>qu'clle  en  depend  de  teile  Sorte,  qne,  poiir  chiique 
valeur  de  x,  eile  prend  une  valeur  unique  et  detertniiiee. 

500.  Variations,  Maximum  et  Minimum  d'une  fonction.  Lors- 
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qu'on  fait  croilre  la  valeur  attribueeä  a?,  par  degres  insensibles, 
la  valeur  de  la  fonction  varie  :  inais  eile  peiit  cMre  tarilöt  erois- 
sanfe  et  tantöl  deeroissanfe,  Lors(|ne  la  fonction  cesse  decioiire 
pour  coniiiieneer  ä  decroUrc,  on  dil  quelle  passe  par  un  maxi- 
mum:  loisqu't'lle  cesse  de  decroitre  pour  commencer  ä  croltre, 
on  dit  qu'elle  passe  par  un  minimurn. 

Kons  n'.ivons  pas  k  exposer  ici  ies  ni6lhodes  gen(^rales  qu'on 
emplüiepour  determiner  Ies  niaximunis  et  Ies  minimums  des 
fonrlions;  ces  mi^thodes  trouveront  leur  place  dans  laseconde 
partie.  Notre  but  est  seulenient  de  montrer  cotninent  la  discus- 
sion  de  cerlains  problemesdu  second  degre  fait  connaitre  des 
liinites  que  Ies  fonclions  ne  peuvent  pas  franchir.  Lorsqu'on 
cherchc,  en  eftVt,  ä  rendre  une  fonction  ^gale  ä  uns  quantit^ 
donnee,  le  pt'oblenie  n'est  ordinaittin''nt  pos^ible  que  sous  cer- 
taines  condilions.  11  faut,  dans  la  pliipart  des  cas,  que  la  quau- 
tite  donnee  soit  couiprise  entre  cerlaities  liinites  que  la  discus- 
sion  deti-rmine,  et  qui  indi(|uent  la  plus  grande  et  la  plus  [jelite 
valeur  que  puisse  prendre  la  fonction.  Nous  avons  deji  ren- 
contre  qnelipit^s-uris  de  CCS  problemes  dans  le  cbapilre  präce- 
dent  (2!>1,  205,  20i>j.  Nous  en  dunnerons  ici  quelques  autres 
exeniples. 

§  1.  Maximum  ou  minimurn  d'une  fonction  d'uae  seule  variable 
indeiendante. 

501.  Probleime  T.  Pariager  unnombre  donne  2a  en  deux  par- 
tiesdont  le produü soll  maiimum. 

Chacune  des  parlies  etant  plus  petite  que  2a,  le  produit  ne 
peut  atteindre  le  carr6  de  2a;  il  y  a  donc  un  maximum. 

Dr-signons  p;ir  x  l'une  des  parlies;  l'aulre  sera  {2a— x),  et  le 
produit  sera  x  (2a — x).  Glierchons  ä  reiidre  ce  produit  egal  ä 
une  quantile  donnee^  m,  en  posrnt; 

X  (2a — x)=m, 

ou  35*  —  2öa;  +  m=0.  [1] 

II  faudra,  pour  cela,  que  Ton  prenne  : 


x=a±\/a' — m.  [2] 

Or,  pour  que  le  problöuie  soit  possible,  il  faudra  que  Ies  va- 
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iours  de  x  soient  r6ollcs,  c'osl-ä-diro  qiic  m  ne  snit  pas  sup6- 
rieur  ä  a'.  Si  doncon  pciit  prendre  a'^  poiirvalcur  do  jn,  ce  scra 
le  inaximuin  du  produit.  Or,  si  Ton  suppose  m:=a*,  la  for- 
niulc  [2]  d()ini(\  a;  =  a;  et  par  siiitc,  2a  —  x—a.  Ccs  solulioni- 
sonl  acceptahles;  doiic,  pour  parlagcr  unnombre  en  dcAix  partia 
dont  Ic  produit  soit  maximu in,  il  faul  le  parlager  en  deux  parties 
egales. 

II  n'y  a  pas  de  minimurn;  car  on  peut  donner  ä  mune  valeur 
quelconque  iiifärieure  äa*;  il  y  aura  loujours  une  Solution. 
.  Oll  pout  di'rnontrer  direcloinent  ce  Ihöorcine.  Reprösentons 
l'une  des  pailies  par  (a  —  z),  rautrecsl  (a  +  z);  et  leur  produit 
(a — z)  {a  +  z),  QU  (a^  —  z"^),  tonjours  inleiieurä  a*,est  d'autant 
plus  grand  quez^  esl  plus  potit.  Le  maxiinuin  corres|)ond  donc 
au  minimmn  de  2',  c'esl-ä-dire  au  cas  oüz  =0,  c'est-ä-dire  oü 
chaque  partie  est  i'gale  äa. 

On  voit  dailleurs  aiscinenl  que  le  produit  est  uul,  quand  le 
premier  facleur  est  nul;  qu'il' augmcnte  avec  ce  facleur  jus- 
qu'.iu  maxiinum,  et  qu'il  diminue  ensuite  et  redevient  nul, 
quand  ce  facteur  devient  egal  ä  2a. 

303.  Ce  Probleme  fournit  la  soljjüon  dcsquestions  suivantes  : 

1'  Parmi  loits  les  reclangles  de  m6me  perinietre  2p,  quel  est  celui  dont  la 

surface  est  maxiinum? 
La  somme  de  la  base  et  de  la  hauteurest  constante  et  6gale  ä  p;  donc  l'aire, 

qui  se  mesure  par  leur  produit,  seramaximum  lorsque  les  deux  longueurs  seront 

6gales.  Le  rectangle  maximum  est  donc  le  carrS  dont  le  c6te  est-p. 

2°  Parmi  les  triangles  de  möme  perimetre  2p,  et  de  mime  hase  a,  quel  est 
celui  dont  la  surface  est  maxiinum? 

L'aire  du  triangle,  dont  les  trois  c6i6s  sont  a,b,  c,  est  : 


S  =  \/p(p  —  a)  {p  —  b)(p  —  c); 

eile  atteint  son  maximum  ea  meme  temps  que  S'.  Cr  les  facteurs  p  et  (p  — a) 
6lant  constants,  on  peut  les  supprimer,  et  se  borner  ä  determiner  le  maximum 
du  produit  (p —  b)  (p  —  c);  car  ce  dernier  produit  augmerite  et  diminue  avec  le 
premier.  Or  la  somme  des  deux  facteurs  (p — 5)  et  (p  —  c)  est  constante  et 
egale  ä  a;  donc  le  produit  sera  maximum  si  les  deux  facteurs  sont  egauxj  ou 
si  b=c,  c'est-ä-dire  si  le  triangle  e=t  isocele. 

503.  Probleme  II.  Di'composer  un  nombre  p*  en  deux  facteurs 
positifs  dont  la  somme  soit  minimurn. 

Je  dis  qne  la  somme  sera  minimum,  quand  les  deux  nombres 
seront  6gaux  ä  p.  Gar  on  vient  de  demontrer  (301)  que,  si  la 
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somme  de  deux  iioinbres  est  6gale  k  2p,  leur  produit  ne  peut 

surpasser  p%  c'est-ä-dire  le  carre  de  la  demi-sorniiie.  Donc,  si 

cette  somme  est  moindre  que  2p,  le  produit  ne  pcnl  nttcindre 

p^  Pur  conseqiient,  pour  que  le  produit  soit  egal  äp%  il  fautque 

la  somme  soitaumoins  egale  ä  2p.  Dotic  2p  est  le  uiinimum  de 

la  somme  de  deux  nomhres  doritie  produit  est  p-.  De  lä  ce  llieo- 

reme  :  Pour  decomposer  un  nombre  en  deux  faclcurs  dont  la  somme 

soit  minimum,  ü  faul  le  decomposer  en  deux  facleurs  egaux. 

On  peut  appliquer  äla  resolulion  de  ce  probleme  la  melhode 

du  n"  501.  Desiguons,  en  effel,  Tun  des  facteurs  par  x\  l'aulre 

P^  (        v\ 

sera  — ,  et  leur  somme  sera  uc  +  —  ).  Cherchons  ä  rendre  cette 

somme  egale  ä  une  quanlitä  donnee  wi,  en  posant  : 

p» 
x-\-—^=m,     ou     x^  —  7na;+p'=0.  [1] 

II  faudra,  pour  cela,  quel'on  prenne  : 


a;= ^-^ ^.  [2] 

Or,  pour  que  le  probleme  soit  possible,  il  faudra  que  les  valeurs 
de  a;soicnt  reelles,  c'est-ä-dire  que  m'soit  au  moins  egal  ä  4p*. 
Si  donc  on  peut  prendre  m'=4p',  ouw  =  2p  (car  il  s'agit  de 
nombres  posilils),  2p  sera  le  minimum  de   la  somme.  Or,  si 

i'on  pose  rrt=:2p,  la  formule  [2]  donne  a;  =  — ,  ou  ic=p.  Cette 

Solution  acceptable  conduit  au  th6oreme  enonce  plus  haut. 

II  n'y  a  pas  de  m  iximum  :  car  quelque  grande  que  soit  la 
valeur  attribuecä  m,  das  qu'elle  surpasse  2p,  le  probleme  est 
toujüurs  pussible. 

Ainsi  la  somme  des  deux  facteurs,  d'abord  trös-grandequand 
X  est  Ir^s-pelil,  dimiuue  qu.ind  x  augmente,  jusqu'au  niini- 
mum  2p;  puis  eile  augmente  indefmiment,  quand  x  croil  ind6- 
finiment. 

304.  Ce  problöme  fournit  la  Solution  de  la  question  suivante  : 
Parmi  tous  les  redanglen  de  meme  surfaces^,  quel  est  celuidont  le  pe'rimetre 
est  minimum?  On  trouvera  alsement  que  c'est  le  carre  dant  le  cöt6  ests. 

fl05.  PROBLfvME  III.  Insrrire  dans  tm  triangle,  dont  labase  estb  et  la  haU' 
teur  h,  un  rectangte  dont  la  surface  soit  maximum. 
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Pour  inscrire  un  rectangle  dans  nn  triangle,  on  mtne  une  parnllMe  quel- 
conque  h  la  basp,  et  par  les  poinls  «ü  eile  coupe  les  dcux  autres  cfites,  on 
abaisse  des  pcrpendiculaires  sur  la  hase.  ür  on  com[>rend  que,  si  la  parallele 
est  nien6e  dans  le  voisinage  du  sominet,  la  surface  du'  rectangle  est  trös-pptite; 
que  cptic  aire  augmcntc  jusqu'ä  une  certaine  limiie,  h  mesure  que  la  paral- 
lele s'üloigne  du  somniPl;  mais  qu'olle  diminue  onsiiile  jus'ju'ä  zero,  lor.-^que 
la  parallele  se  rapproche  indufiniment-  de  la  base.  La  surf<ice  a  donc  un 
maximiiin. 

Des'gnonspai-  x  la  hauteur  et  par  y  la  base  du  rectangls  (parallMes  rcspecti- 
vemcnt  ä  la  hauteur  et  ;\  la  base  du  Iriaiigle);  et  cherchons  ;\  rcndre  la  surface 
6gale  ä  une  quantit^  donnee  m ,  en  posant  : 

xy  =  m.  [1] 

La  g^omötrie  fournit  aisement,  cntre  les  deux  variables  x  et  y,  la  relation  : 

b  h    '  ^^J 

qui  permet  d'61iminer  y  de  l'equation  [i].  On  a  alnsi; 

5.r  ih—x)  .„T 

-\ =^^'  [3] 

Au  lieu  de  rösoudre  cette  6qaation,  et  de  discuter  les  conditions  que  doit 
remplir  Hl,  pour  que  a;süitr^el,  on  peut  remarquer  que  le  maximum  de  l'ex- 
pression  [3]  a  lieu  en  meme   temps  que   celui  du  produit  x[h  —  x],  qui  n'en 

diffuie  que  parle  facteur  constant .-.  Or  les  deux  facteurs  x  et  [h  —  x)  ont  une 

somrae  constante  h  :  donc,  s'il  est  possible  de  les  rendre  6gaux,  on  obtipndra 
ainsi  le  maximum  cherche.  Or,  pour   rendre  ces  facieurs  6gaux,  11  faut   poser 

«=  -  ,   et  par  suite,  y  r=-.  Ces  valeurs  sont  acceptables.  Donc,  pour  inscrire 

dans  le  triangle  un  rectanqle  maximum,  il  faut  mener  la  parallele  ä  la  base 
par  le  milieu  de    la    hauteur.    D'aiileurs    la   surface  de  ce    rectangle   est  : 

«y  =:  — .  Elle  est  la  moitiö  de  celle  du  triangle, 

SOG.  l'ROBLfcME  IV.  Circonscrire  ä  une  sphrre  donnile,  derayonB,  uncöne 
dont  le  volurw  snit  miniinum. 

Pour  circonscrire  un  cöne  qu'^lconque  ä  une  ppli&re,  on  considere  un  grand 
cercle ;  on  trace  un  d«  ses  diam&ires,  puis  la  tang^^nte  ä  l'uiie  des  extröniites 
de  cediametre,  et  une  tangente  quelconque  que  l'on  [irolonge  ju-^iju'ti  la  pre- 
miere  d'une  part,  et  jusquau  diamelre,  de  i'autre.  Puis  on  fait  tourner  autour 
du  diamelre  la  deinicirconference  et  le  triangle  forme  par  ces  trois  droitcs  ; 
ce  triangle  engendre  le  cöne. 

Or  on  voitaisement  que,  lorsque  la  seconde  tangente  est  ä  peu  prös  paral- 
lele ä  Taxe,  le  volume  du  cöne,  dont  la  hauteur  est  ir's-grande,  est  I  .i-mSme 
extr6mement  grand:  qu'fi  mesure  que  la  tangente  s'incl  ne,  le  volume  diminue 
jusqu'ä  unp  certaine  limite;  et  qu"il  crott  ensuite  indefiniment,  lorsqu"  la  tan- 
gente mobile  tend  ä  devenir  parallele  ä  la  tangente  fixe,  parce  qu'alors  la  base 
croit  indefiniment.  Le  volume  a  donc  un  minimum. 
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Pour  le  diterininer,  designons  par  x  la  hanteur  du  cöne,  et  par  y  le   rayon 

de  sa  base;  et  cherchons  ä  rendre  son  volume  6gal  a  une  quantil6  donnee  m, 

en  posant  : 

1      - 

-■Kyx^m.  [1] 

La  g^om^trie  fournit  ais6ment,  entre  les  variables  a;  et  y,  la  relation  : 
qui  permel  d'^liminer  y  de  l'öquation  [1].  On  a  ainsi  : 

On  pourrait  resoudre  cette  eqiiation,  et  disciiter  les  conditions  de  possibilite 
du  piobieme  :  on  en  deduirait  ie  minimum  de  m.  Mais  il  est  plus  simple  de 

remarquer  que,  le  facteur-TtR' etant  constant,   on  peut   le  supprimer,   et  que 

le  minimum  de  l'expression  [3]  a  heu  en  m^me  temps  que  celui  de  l'expression 

—.  Or  le  minimum  de  cetle  derniere  correspond  au  maximum  de  l'expres- 

X — 2R 

.  X-  m 

sion  renversee 5 — . 

D'ailleurs,  on  a  identiquement : 

x—in_l    A_2R\_j_    2R     /',_2R\. 
X'     ~x   \         x)  ~2R'   X  '  \         X  1' 

1  on    /  OD 

et  l'on  voit,  qu'abstraction  failedufacteur  constant  — ,  le  produit —  (1 

se  compose  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante  et  egale  ä   1.  II  sera 

uonc  maximum  quand  les  deux  facteurs  seront  egaux  ä-,    c'est-ä-dire    quand 

on  aura  x-=4R.  Cette  valeurde  x  est  a:ceptable  :  car  x  peut  varier  depuis  2R 
jusqu'ü  l'infini. 

Ainsi  le  cönn  minimum,   circonscrit  ä  tine  sphere,  a  une  hauteur  double  du 
diametre    de  la   sphere.  Son  volume,  deduit   de   l'expression   [3],    est  egal   k 

a 

-itR';  il  est  double  de  celui  de  la  sphere.  Sa  base  ntj-,  tiree  de  l'equation  [2], 
o 

est  egale  ä  27iR' ;  eile  est  double  de  l'aire  d'un  grand  cercle.  Enfin,  sa  sur- 
face  totale  Tzy  )/x^  +  y^  +  wß,  est  egale  äSuR';  eile  est  double  de  la  surface 
de  la  sphere. 

■    507.   Probleme  V.  Trouver  entre  quellcs  limiles  peut  varier  le 
trinome  ax*-f-''X  +  (;. 
Ülieiclions  d'uboid  ä  rendre  ce  triiiorne  6gal  ä  w,  en  posant : 

ax'^-\-bx-{-c=m.  [1] 


2R\ 
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En  r6solvant  cette  6qiiation,  on  Irouve  : 


—  l)zt\/b'^ — k'i(:-\-knm 

x=  —  .  LJ 

Poiir  que  le  problöinc  soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait : 

6' — 4ac-|-4am>»0,     ou     kam';>kac — b"^.  [3] 

Mais,  pour  lircr  de  celte   iii6galit6  la  lirnile  quem  ne  doit  pas 
depasser,  il  laut  distinguer  deux  cas. 

1°  St  a  est  posilif,  on  peut  diviser  les  deux  membres  par  ka 
(aiO);  el  ilvieiit : 

Ainsi,  dans  ce  cas,  U  trinome  peut  recevoir  toute  valeur  plus 

grande  que  — ;  il  peut  mcme  alteindre  cette  limite  qui  est  sa 

valeur  minimum. 

2°  Si  a  est  negalif,  en  divisant  I'in6galit6  [3]  par  4a,  on  change 
son  sens  (210);  et  il  vient  : 

m<-^^.  [5J 

Ainsi,  dans  ce  cas,  le  trinome  peut  recevoir  toute  valeur  inß- 

llQC  &' 

rieure  ä  — ;  il  peut  meme  atteindre  cette  limite^  qui  est  sa  va- 
leur maximum. 
Dans  chaque  cas,  la  valeur  minimum  ou  maximum  de  m  an- 

nule  le  radical :  et  la  valeur  correspondante  de  x  est — — . 

On  peut  maintenant  Studier  facilement  les  variations  du  tri- 
nome. On  a  vu,  en  effet  (233),  quele  trinome  peut  toujours  6tre 
mis  so  US  la  forme  : 

Or,  lorsquea?  passe,  par  degres  Continus,  de  — oo  ä+oo,  le 
terrae  frr+—j  ,  toujours  positif,  part  de+oo,  diminue,  puis 

s'annule  pour  x  =  —  — ,  puis  croit  jusqu'ä-|-oo  :  son  minimum 
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est  z6ro.  La  quanlite  enlre  crochets,  ne  differant  du  terme  con- 

sidöre  que  par  une  quantite  conslante — r— j— ,  part  aussi  de 

,          ,.    .            ,,  .   .             .   .           kac  —  b*            .             b 
-1-00,  diminue,  aUeint  son  niinimum  — — y— ,  quanda;= ; 

puiscrolt  ind^finiment  avec  x.  Et,  lorsqu'on  la  multiplie  par  a 
pour  former  le  trinome,  le  produit  subitdes  variations  qui  sont 
dans  le  möme  sens,  si  a!>  0,  et  en  sens  contraire,  si  a-<0. 
Donc,  si  a  estposüif,  le  trinome  part  de  +oo,  diminue  jusqu^a 

un  certam minimum — , pms  croitjusqu a  -{-oo.  Si  a  est  ne- 

..^  .,        ,  ,                   .,  .        ,,            ,  .           .          kac — b^ 
gattf,  il  part  de  —  oo,  croitjusqu  a  un  certam  maxnnum  — , 

puis  decroit  jusqiiä  —  oo . 

308,  Probleme  VI.  —  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier 
la  fraction 

ax^  -^  bx  -\-  c 

a'x--\-b'x-j-c' 

Gherchons  d'abord  ä  rendre  celte  expression  6gale  h  m,  et 
posons  en  cons^quence : 

ax^-\-bx4-c 

,     '  , , — — -=m  [1] 

ax^-\-bx-\-c  *■  ■" 

•  On  en  d6duit : 

{a  —  a'm)x'^-\-{b — b'm)x-^{c — c'm)=^  0; 
d'oü; 


—  (b — b'm)-±:  \/{b  —  b'mf  —  4  (a — a'm)  (o — c'm) 
ü  (a  —  a  m) 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  ä  m  sous  le  radical  :  [2] 

—(b—b'm)±\/(b"^—iia'c')m^—'^{bb'~2ac'—2ca')m-\-{h''—iiac) 
iJ(a  —  a'in) 

Pour  que  le  problemc  soit  possible,  il  faut  choisir  la  valeur 
allribuöe  h  m,  de  maniere  que  la  quanlite  placce  sous  le  radical 
ne  soit  pas  negative,  c'est-a-dire  que  Ton  ait : 

(6'*—  4o'c')  w*— 2  (66'— 2ac'— 2m')  m-\-{b^^kac)^  0     [3J 
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Dislingnons  trois  cns. 

1»(^'* — na'c)  est  |)osilif.  Dans  cecas,  si  losrarinosdu  trinonic, 
qui  lormo  le  prciuicr  mcnihre  He  riiirualilc  [3],  soiil  nV-lIcs  et 
in«''f,^ales,  le  trinome  seia  positil  (266),  c'ost-ä-dire  de  meine 
sigtie  (lue  snn  preinier  tcrnic,  pour  ioules  les  valeiirs  de  m  plus 
pi'tiles  qu("  la  plus  pctiie  ou  plus  p^randes  ijuc  la  plus  grande  :  il 
sera  iiäf^alil' pour  lüutes  les  valours  de  m  couiptis«  s  enlre  ces 
meines.  On  ne  pourra  donc  douner  ä  m  que  deux  serics  de  va- 
leurs,  l'une  comprenanl  toiis  les  nombrt'S  de|)uis  —  oo  jusqu'ä 
la  plus  pctiie  raoine  qui  sera  im  maximum,  l'autre  couiprcnant 
tous  les  noinbies  depuis  la  plus  grande  racine  qui  sera  un  mi- 
nimum  jusqu'ä  +  »• 

Si,  au  contraire,  les  racincs  du  Irinnme  sont  r^^clles  et  ögales, 
ou  imauiuairis,  le  Irinome  conscrve  (2G7,  2G8),  pour  loule  va- 
leur  de  m,  le  sigue  de  son  premier  tcrme  :  il  esl  donc  loujours 
posilif,  et  7Ji  peul  recevoir  toutes  les  valeurs  saus  cxception.  II 
n'y  a,  dans  ce  cas,  ni  m..ximuui  ni  nüuimuni. 

2°  (ö'« — ka'c')  est  negalif.  Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinome 
ne  sont  jamais  iuia<iii)aires  :  car,  si  elles  pouvaienl  l'ßtre,  le  tri- 
nome serait  n(^gatif  pour  toute  valeur  atlribuiie  ä  m.  Par  suite 
les  valeurs  coriespondantes  de  m  et  de  x  ne  seraient  jamais 
reelles  ä  la  fois.  Or  cette  conclusion  est  inadmissible  ;  car,  d'a- 
pres  la  forme  de  l'equalion  [1],  toute  valeur  reelle,  atlribuee  ax, 
fourniipourmune  valeur  reelle  correspoudanle.  Les  racines  sont 
donc  reelles.  Mais  elles  ne  peuvent  pas  etre  ögales ;  car,  si  elles 
l'elaient,  le  trinome  serait  negatif  pour  toute  valeur  de  m,  ä 
Vexception  d'une  seule  (267),  qui  l'annulerait  :  les  valeurs 
corre-^pondanles  de  m  et  de  x  ne  seraient  donc  ä  la  fois  reelles 
que  dans  un  seulcas;  conclusion  6galement  inadmissiblc,  d'a- 
pres  la  forme  de  requatioi)  [1],  toutes  les  fois  que,  comme  on 
le  suppose  ici,  la  fraclion  [1]  n'est  pas  independanle  de  x.  Les 
racines  du  trinome  sont  donc  reelles  et  inegales.  Le  trinome 
est  donc  posilif,  c'est-ä-dire  de  signe  conlraire  ä  son  premier 
terme,  pour  toute  valeur  de  m  comprise  enirc  les  racines :  il 
est  negatif  pour  toute  autre  valeur.  On  ne  peut  donc  aliribuer 
ä  7?i,  que  des  valeurs  cumprises  entre  la  plus  petite  racine  qui 
est  im  minimum,  et  la  plus  grande  qui  esl  un  maximum. 

30  (t'2 — ka'c')  est  nul.  D.ins  ce  cas,  la  quantilc  placee  sous  le 
radicalest  du  premier  degre  en  m:  on  resout  alors  i'incgalile  [3] 
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comme  il  a  ^te  dit  (210).  Oii  s  lil  qu'il  y  a  un  mnxiiniim  oii  un 
minimuiii,  selon  que  le  coelficicrit  de  m  est  nejj.itif  ou  positif. 

Ainsi,  pour  que  V exprcssion  [1]  ait  un  maximum  et  un  mini'- 
mum,  il  faul  et  il  suffi'  que  les  racines  du  trinomp,  qni  forme  le 
premier  membre  de  Vinegaiile  [3],  soicnt  reelles  et  mcgalfs :  ces  ra- 
cines sont  elles-rriemes  le  maximum  et  le  minimum,  et  les  valeurs 
correspondantes  de  x  sont  fournies  par  la  formule, 

2{a  —  a'in)  ' 
dans  laquelle  on  remplace  m  par  ces  racines. 

309.  Variations  de  l'expression  — — ,  ^,     ;    ,.  Si  Ton  veut 

a  X- -\- b  fr -\- c 

determiner  les  variations  que  suhlt  une  fraclii)n  du  second  de- 
gre,  quand  x  croit  de  —  0°  ä  -f-  »,  on  commence  par  calculer, 
d'apres  la  nielliode  precödenfe,  hi  maximum  et  le  miniinum 
dont  eile  est  suscepliblo,  et  les  valeurs  correspondantes  de  x. 
Puis  on  ögale  successivement  ä  z<^,ro  le  numerateur  et  le  deno- 
minateur  de  ^e^pression,  pour  trouver  les  valeurs  de  x  qui  la 
rendent  nulle  ou  infinie.  Eufin  on  delermine  les  valeurs  parti- 
culicres  de  ia  fraclion,  correspondantes  äa;=±:oOj  etäa;=0. 
On  fait  un  tableau  des  valeurs  de  la  variable  ainsi  obtenues,  en 
les  rangeant  par  ordre  de  grandeur,  el  Ton  place  en  regard  les 
valeurs  correspondantes  de  la  fonclion.  II  est  facile  d'en  deduire 
les  variations  que  l'on  cherche.  Prenons  un  ext^mple. 


Soit  la  fraction  :  t/  = 


a;2— 21— 8' 


Comme  {b'^  —  ka'c')  est  positif,  on  tombe  dans  le  premier  cas;  en  ^galant  la 
fraction  ä  m,  on  trouve  que  les  ra  Ines  du  trinome  sont  : 

_,_3-2v/2      „„_3  +  2v/2. 

ni'  est  un  maximum,  m"  est  un  minimum.  Les  valeurs  correspondantes  de  x 
sont : 

«'=10— 6^2,    x''=10  +  6v'2. 
Los  valeurs  do  x,  qui  annulent  la  fraction,  sont  les  racines  de  l'equation  : 

x-  —  Zx-\-2=0; 
eUessont  1  et  2.  Les  valeurs,  qui  la  rendent  infinie,  sont  les  racines  de  l'equa- 
tion : 

a;'  — 2x-8=0i 

Alg.  B.  1"  Partie.  lÄ 
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elles  sonl  —2  et  4.  I'^ifm,  poura;  =  ±»,  la  fraclion  prend  la  valeur  1 ;    et 
pour  x=0,  eile  est  6gale  ä  —  -. 
Ainsi  la  fraclion  propos^e  peut  s'^crire  :  * 

_(.T-1Ur— 2) 

On  foniiP  donc  lo  tabicau  suivanl  : 

1=— oc,     —2,     0,     1,     10  — 6  V^,     2,         4,     10  +  6  v'S,     +«; 

,  .      _L-            1     «       3  — 2v'2      „  3-f  2s''2       ,  , 

y=+\,    ±<»,-^,   0,    ip^,     0,=Fco,       . — ^,     +1. 

Quand  a;  croit  de  — «  ä  — 2,  y,  qui  est  positif,  puisquo  scs  quatre  facteurs 
sont  n^gatifs,  croit  dcpuis  +  1  jus  ;u'ä  +oo.  Elle  ch.inge  alors  de  signe,  car  le 
facleur  (x  +  2)  lievient  positif;  eile  passe  brusquenient  de  +  oo  ä — oo  :  puis, 
«•  continuant  ä  croitre  depuis    — 2   jusqu'ä.   0,    de  0  ä   1,  et  de    1  jusqu'ä 

10 — ey'iF,  l'cxprcssion  crott  depuis— oo  jusqu'a  — -,  de  —  -  ä   0,  et    de    0 

jusqu'au  maximum -^—.  A  partir  de  lä,  quand  x  aiigmente  jusqu'ä  2,  et 

depuis  2  jusqu'ä  4,  elie  diminue  du  maximum  ä  0,  et  de  0  ä  — oo  :  puis  eile 
passe  brusquemcnl  de  —  oo  ä  +oo;  car  ses  quatre  facteurs  sont  alors  positifa  ; 

3  +  2  V  2  — 

eile  diminue  ensuite  jusqu'au  minimum ,quanda;cro!tde4ä  10  +  6v/2; 

et,  quand  enfin  x  croit  de  10+  6V^2  jusqu'ä  +  oo,  eile  augmente  depuis  le  mi- 
nimum jusqu'ä  +  1. 

510.  Probleme  VII.  Deux  variables  x  et  y  elant  lUes  ensemble 
par  une  equalion  du  second  degre  : 

ay'^-{-bxy-\-cx^-\-dy-\-ex-\-f=0,  [1] 

trouver  les  valeurs  extremes  que  puisse  prendre  Vune  d'elles,  x  par 
exemple. 
Si  l'on  r6sout  l'öqualion  par  rapport  k  y,  on  aura  : 


_  —  bx  —  ddz\/ib-  —  kac).i;--\-2{bd  —  ±ae)x  +  d-  —  kaf 

y—  ^  ;  [2] 

ou,  en  posant : 

b^ — kac  =  m,    bd — 2ae  =  n,     d* — kaf=p, 


—  bx  —  d±\/in.v'^-^2nx  +  p 

y-  ^  [3] 

Poiir  que  y  seit  r6el,  il  faut  que  x  soit  choisi  de  maniere  que 
l'on  ait  • 

»na;*-|-2na;-|-p>0;  [4] 
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et  Ton  a  vu  (270)  cornment  oii  peut,  d.ins  les  diflerents  eis, 
deduire  de  riri6y;ilil6  [4]  les  limites  enlre  lesquelles  la  valeur 
de  X  doit  etre  ou  ne  pas  6lre  comprise. 

511.  Regle  generale.  Les  exemples,  que  nous  venons  de 
r^soudre,  suf/iseiil  pour  montrer  cornment  ön  prncede,  en  al- 
gebre  ölementaire,  ä  la  reclierche  des  niaxiiiiuins  et  des  rniiii- 
mums  de  certaines  fonclions  du  second  deyre,  qni  ne  d.  pen- 
dent  que  d'une  seule  variable  independanle.  On  eludie  d'abord, 
autant  que  possible,  la  marche  de  la  fonction,  pour  reconnallre 
Vexistcnce  du  maximum  ou  du  ndnimum.  On  clwisit  ensuite  cer- 
taines variables  [our nies  par  la  question,  et  loa  ex  rime  la  fonction 
au  moyen  de  ces  variables.  Puis  on  egale  l'expres4on  ä  in,  et  l'on 
ecrit  les  equations,  que  fournit  Ccnonce,  entre  les  diverses  variables. 
Ces  equations  pcrmitlent  de  determiner  la  variable  independanle  en 
fonction  de  ai ;  et  la  discussion  des  condilions  de  possibiliie  du  Pro- 
bleme fait  ccnnattre  les  limites  qui  fournis^ent ,  s'il  y  a  Heu,  le 
maximum  et  le  minimum  de  V expression. 

312.  Remarque.  Gelte  m^lhode  est,  il  faul  l'avoiier,  fort  res- 
treinte;  car  eile  ne  s'applique  qu'aux  fonclions  du  second  degre. 
D'un  autre  cole,  eile  ne  semble  pas  naturelle;  car,  au  Heu  de 
conduire  ä  la  dcconverte  du  maxinniui  et  du  minimuni  d'une 
fonction  par  des  raisonnements  bases  sur  la  delinilion  generale 
(500),  eile  doniie,  en  quelque  sorte,  accidentelleuienl  les  resul- 
tats,  puisqu'elle  les  deuuit  des  condilions  de  possibiliie  d'un 
Probleme,  qui  n'est  pas  le  probleme  propose. 

Des  lors,  il  n'est  peut-6tre  pas  saus  intör^t  de  montrer,  que  les 
rösullals  qu'elle  fournit  salisfont  ä  la  d6(iiiition  gönerale.  Repre- 
nons,  dans  ce  but,  le  probleme  VI  (503);  et  considerons,  pour 
fixer  les  idees,  le  cas  oü  (6'^ — kac)  est  posiiif.  On  sait  qu'alors, 
si  les  racines  du  Irinome  du  second  degr6  en  m  soiÄ  reelles  et 
inegales,  la  fraclion  ne  peut  recevoir  aucune  vahur  coniprise 
entre  elies  :  la  plus  pelitc  m'  est  un  maximum,  et  la  plus  yrande 
rr^'  est  un  minimum  de  la  Iraction.  Desiglions  d'ailleurs  par  x'  et 
par  rc"  les  valeurs  corrcspondanles  de  x. 

Ge  qui  caraclerise  (500)  le  maximum  M  d'une  fonction,  c'est 
que,  si  l'on  appelie  a  la  valeur  de  x  qui  correspond  b.  ce  maxi- 
mum, la  subslilulion  de  (a  —  h)  et  de  {a-{-h)  ä  x  fuurnit  des  va- 
leurs de  la  fonction  inlerieures  ä  M,  pourvu  que  h  soil  suftisam- 
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iiiont  polil.  De  plus,  cos  vnlours  difföiTiit  de  M,  ä  cause  de  la 
continiiitc,  de  qnantilc'^s  ;uissi  pclilcs  qiie  l'on  veiit.  Ov  x'  et  m' 
voiiiplissont  ces  coiidilioiis.  Kn  enet,  (piand  x  varie  par  degrös 
insensibles,  In  (Vaclion  m  vario  aiissi  d'une  maniere  contiiuie. 
De  plus,  pour  x=^x',  m  prend  la  valeiir7>i'.  Eidin,  quand  on 
pose  :  x  =  x' — h,  el  x=^x'  ^h,  h  6lanl  snnisannneiif  pelil,  los 
valenrs  de  m  ne  |)cuvenl  (^\\\\  qu'inlerieures  i  ?//';  car  elles  doi- 
venl  en  difl'örer  Ircs-peii,  et  elles  ne  pourraient  lui  ßtrc  sup6- 
riciires  saus  Alie  au  nioins  i'gales  ä  m'\  ijuisipie  m  ne  peut  rc- 
cevoir  auenne  valeur  conipiise  enli'e  7/1' et  m". 

On  nionlrerait,  par  des  raisonnemenis  analognes,  que  x"  et 
m"  salisfont  aux  coiiditions  iuiposecs  par  la  delinilion  au  niini- 
mnni  d'une  fonction ;  et  que,  dans  les  autres  cas  oü  la  (Vaction 
du  sccond  degr6  est  susceplible  d'un  maxiniuni  et  d'un  niini- 
mum,  la  uKJiihode  elt^mentaire  fournit  des  resultats  qui  vcri- 
fieut  uussi  la  delinilion  generale. 


5 II.  Maximum  ou  minimum  de  quelques  fonctions  d'un  degrö  supdrieur 
au  sccond. 


515.  Probleme  VIII.  Pariager  un  nombre  donne  a  en  n  parlies 
dont  le  produit  soit  le  plus  grand  possible. 

Chacune  des  parlies  6tant  moindre  que  a,  leur  produit  ne 
peut  pas  atleindre  a":  il  est  donc  susceplible  d'un  maxinium. 
D6coniposons  le  nombre  a  en  n  parties  positives  quelconques, 
Xf  y,  z, ,. ,  *u,t,  de  teile  sorte  que  Ton  ait: 

x-{-y-{-z-\- -}-u-\-t  =  (i.  [1] 

Leur  procUiit  est :  xyz . .  ..ut.  [2] 

Or,  supposons  que  dcux  facleurs  x  et  y  r\e  soient  pas  6gaux,  et 
rein|)lagons-les,  l'un  et  l'autre,  dans  le  produit,  par  leur  demi- 

'V     I     7/ 

somme  — — ^,  nous  aurons  le  nouveau  produit ; 

x-\-y   xA-y 

— -^  . z. . .  ut. 

2  2 

Gomme  la  somme  des  deux  premiers  facleurs  n'a  pas  6t6  alt6- 
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r6e,  ce  produit  salisfait  encore  ä  la  CJiKÜiion  [l].  Mais,  commu 
ces  facteurs  sont  devenns  egaux,  on  a  (501) : 


^x-^y   x-{-y 


et,  par  suite, 


Le  produit  [2]  n'est  donc  pris  maximiim.  Ainsi,  iin  produit  de 
facteurs  posilifs  variables  donl  la  sotniue  est  con::,tante,  ne  peut 
pas  etre  muximum,  quand  ces  facteurs  ne  sout  pas  egaux. 
Gemme  le  maximum  existe,  on  doil  en  conclure  que  le  produit 

esl  maximum,  quand  tous  les  facteurs  sont  egaux  ä  - . 

514.  Remarques.  Nous  supposons,  dans  le  raisonnement  pr6- 

cedent,  que  lous  les  facleuts  soieut  posilifs.  S  il  n'en  ctait  pas 
ainsi,  le  produit  n'aurail  pas  de  maximuiu;  car  la  souime  des 
facteurs  n  siant  Ja  meme,  leur  valeur  absolue  pourrail  augmen- 
ter ind^finiment;  et,  si  le  nombre  des  facteurs  negatifs  ctait 
pair,  le  pruduit  scrait  |)osilif  et  aussi  grand  qu'on  le  v<judrait. 

Notre  raisonnement  suppose,  en  outre,  qu'il  »st  possible  de 
rendre  eganx  tous  les  facteurs.  Ou  doit  toujours  verilier  cetle 
condition,  lorsqu'on  veut  appliquer  le  theoreme. 

31o.  Probleme  IX.  Partager  un  nombre  a  en  deux  parties  x, 
y,  lelles  que  le  produit  xpj''  soit  maximum,  p  et  q  elant  des  nom- 
bres  entiers  donnes. 

Les  conditions  du  maximum  ne  sont  pas  changees,  si  Ton 

substitue  au  produit  x^y^  la  fraction  '—i—,  qui  n  est  autre  que 
i  »  pPqi 

ce  produit  divis6  par  un  nombre  constantpPg'.  Or  cette  fraction 
peut  s'ecrire  : 

P=^x^x....x2x?^x;ix....x^; 

p     p  P      Q     Q  Q 

eile  est  donc  un  produit  de  {p-\-q)  facteurs,  dont  la  somme 
{x-\-y)  est  constante  et  6gale  h  a.  Si  ces  facteurs  etaient  inde- 
pendanis  entre  eux,  et  n'6laient  assujftiis  qu'ä  la  condition 
d'avoir  une  somme  constante,  si  l'on  consid^rait,  par  exemple, 
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leprodnit  P,  =  ar,.ri. .  ..T,i/,Vi.  ..j/„oii  obliendrail(5i5)!e  mnxi- 
mum  do  P,  (Ml  posanl : 

— ,-■  I      .  Mais  certains  lacteurs  de  1* 

devnnt  ro?tnr  (^j:fnnx,  le  raisoiincment  du  11°  5IÖ  n'cst  plus  a|)- 
plicnhlc.  Toiitcfois,  les  valcurs  de  P  sont  övidcniment  toiilcs 
compriscs  panni  les  valcurs  de  Pj;  le  niaximiiin  de  P  ne  peul 
donc  surpasscr  celul  de  P».  D'ailleurs  il  lul  est^gal,  sil'on  pose 

-  =  -z= — ; — .  Doncle  nrodiiita;''v'csl  maximum  lorsquelesdeux 
p    g    p+q 

parlics  a;  et  y  de  a  sont  proporlionnellesaux  exposants  p  et  q. 

On  piouvera  de  möme  qne,  pour  pattager  a  en-n  parlics 
x,y,  z,  ... .  u,  t,  lelles  qiie  le  produit  x'y^z''. . . . u'^l^i  soit  maxi- 
niuiii,  il  faut  salislaire  aux  condilions, 

X y z u t 

5IG,  Probleme  X.  Dicomposer  un  nombre  p  en  n  facteurs  posi-  ■ 
tifs,  dont  la  somrnc  soll  la  plus  pclile  possible. 

Je  dis  que  la  somine  sera  iiiinimum,  quand  tous  les  nombres 
seront  egaux  ä  v'p;  car  on  vieiit  de  d^monlrcr  (olo)  que,  si  la 
somme  den  nombres  eslegaleän^p,  leur  produit  ne  peut  sur- 
passer (y/p)"  ou  p,  c'csl-ä-dire  la  puissance  rT'  de  la  n""  partie 
de  la  somme.  Donc,  si  celte  somme  est  moindre  que  n\/p,  le 
prodiiil  ne  pourra  pas  atti iiidre  p.  Par  conscqncnt,  pour  que  le 
produit  puisse  elre  egal  äp^  il  laut  que  la  somme  soit  au  moins 
6gale  ä  n^p-  Donc  «(//)  est  le  minimum  de  la  somme;  et,  dans 
ce  cas,  toules  les  parlics  sont  6gales  et  y/p . 

517.  Probleme  XI.  On  donne  le  produit  xpj^<i  =  P.  Trouver  le 

minimum  de  la  somme  x-j-y« 

Je  dis   que  ce  minimum  correspondra  au   cas  oü-  =  -. 

p      q 

En  eilet,  designons  par  a  et  ß  deux  nombres  satisfalsant  au 

deux  condilions : 

V     q 


DES  fiQUATIONS  DU  SECOND   DEGRß.  24T 

On  vient  de  demontrer  (513)  qiie,  parmi  Ions  les  nombres  x 
ety  qni  ont  pour  somme  (a-j-ß)>  ^^^  nombies  a  et  ß  sont  ceux 
qui  donnciit  au  pruduil  x^y"^  sa  plus  graiide  valtur.  Si  donc 
deux  nombres  x  ei  y  ont  ime  somme  moindre  que  (a  +  ß),  le 
prodiiit  aP/z'sera,  ä  fortiori,  moindre  que  a*"^',  c'(^s:-ä-dire  que 
P.  Par  suilo,  jmur  que  le  produit  x^y''  soit  ögal  ä  P,  il  faut  que 
{x-\-  y)  soit  au  moins  ögal  ä  (a-j-  ?),  qui  est,  par  consequent,  sa 
valeur  minimum. 

318.  Remarque.  Les  trois  problemes  (o03),  (olG),  (517), 
sont,  en  rpielque  sorle^  reciproqucs  de  ceux  que  nous  avous  r6- 
solus  n°'  501,  515,  515.  Celle  r^ciprocite,  entre  certains  pro- 
blemes de  maxiiniim  et  de  minimum,  peut  etre  formulee, 
comtne  il  snil,  d'une  maniere  generale. 

Si  une  quantiie  Y  rlant  donnee,  une  autre  quantite  X  est  maxi- 
mum  dans  cerlaincs  circonsVinces;  X  etant  donnee  ä  son  tour,  Y 
sera  minimum  dans  les  memes  circonstances,  pourvu  que  le  maxi- 
mum  de  X  diminue,  qitind  la  valeur  donnee  de  Y  diminue  eile- 
meme. 

En  effet,  soiont  B  la  valeur  donnee  de  Y,  et  A  la  plus  grande 
valeur  de  X  qui  pui-se  se  concilier  avec  B.  Si  l'on  donne  ä  Y 
une  valeur  b  moindre  que  B,  la  valeur  maximurn  correspondante 
de  X  sera,  par  hypothese,  moindre  que  A.  Donc,  pour  que  la 
valeur  de  X  puisse  elre  egale  ä  A,  il  faut  que  celle  de  Y  soit  au 
moins  egale  ä  B.  Par  suitc,  B  est  la  moindre  valeur  de  Y  qui 
puisse  correspondre  ä  la  valeur  X  =  A,  c'est-ä-dire  la  valeur 
minimum  de  Y  correspondant  ä  la  valeur  A  de  X. 

ExEMPLE.  On  demontre,  en  geometrie,  que  la  circonference  de  cercle  est  la 
courbe  qui,  sous  une  longueur  donn6e,  renferme  la  plus  grande  surface.  II  en 
rösulte  qu'elle-est  la  courba  qui,  avec  une  aire  donaee,  a  le  plus  petit  peri- 
m^tre. 

319.  PROBLfiME  XII.  Inscrire,  dans  une  sphere  de  rayon  donni  R,  un  cy- 
lindre  dont  le  rolume  soit  maximurn. 

Lorsque  le  rayon  de  base  du  cylindre  est  tres-petit,  le  volume  a  une  trös- 
petite  valeur.  Cette  valeur  augmente  ä  mesure  que  le  rayon  croll.  Mais  cet  ac- 
croiäsenient  a  une  limite;  car,  lofsque  le  rayon  devient  ä  peu  prcs  6gal  k  R, 
la  hauteur  devient  ties-petite,  et  par  suite  le  volume  est  prP'^que  nul. 

Designons  par  x  le  rayon  de  base,  et  par '?t/ la  hauteur  d'un  des  cylindres 
inscrits;  son  volume  Vaurapourexpression  27Ti'y.  D'a  lleurslageomötrie  donne, 
sntre  s  sly,  la  relation  : 

a;'  +  y'=R^  lll 


S'iS  LIVhE  111. 

Oa  en  conclut,  en  dlinimant  x, 

\=2ny{lV-t/).  [-2] 

Or  le  niaxinium  de  celle  exprcssion  correspond  ä  lam/'ine  valeur  de  y,  qm  ( liu: 
de  y(I<'  —  !/•}.  Mais  cc  proiluil  n'cst  pas  du  second  dot'"'^;  et  i'  n'csl  pasju.  -iLj' 
d'apidifiuor  la  mölliode  on.inaiie  13 1 1  )ä  b  reclicrclie  ilcson  maxiunmi.  Oii  ne  peut 
pas  non  plus  ilecoii\poser  l'evpressioii  enTaclour.s,  et  l'tcrire  :  j/(l<  +  t/){R  —  y), 
ou  cn  la  duulilaiit,  y(l\  +  y)  (21t  —  'hj);  car,  bien  qup  les  trois  facicursaientalors 
une  sonime  conslante  et  (!:(,'ale  ä  3  H ,  il  n'csl  pas  possilile  de  Ics  rendre  i'gaux 
entre  cux.  Mais,  si  Ion  61eve  le  produit  au  cairt.  cc  qui  donne  y'(H' — y )',  oii 
remarque  que  l'on  peul  considerer  y'  comtue  la  vaiiiiLle,  et  qiie  la  soninie  des 
deux  facl'  urs  y'  et  (H'  —  y')  est  coiistanle  et  ögale  ä  R=.  Par  suitc,  en  vertu  ilu 
th^oiöine  (315),  si  Ton  peut  clioisir  pour  y  une  valeur  satisfaisanl  ä  la  pro- 
porlion  : 

1   -^^'  ^"^J 

cetle  valeur  correspondra  au  maximum  cherch6.  Or  de  l'equation  [3]  on  tire  : 

2R' 
et,  par  suite,  «'  =  — • 

Ces  valeurs  de  *  et  de  y  sont  admissibles;  car  elles  sont  reelles  et  inföiieures 

47tR' 

au  rayon  R.  Le  volume  maximum  du  cylmdre  a  donc  pour  valeur  :  V  = -. 

3  v/3 

520.  II  a  qnelqucfois  avanlai2e  ä  ramcner  la  rccherchc  du 
minimuin  d'nne  lonclion  ä  la  recheiche  du  inaxiiiiuin  de  la 
foiicllon  inverse. 

Probl£me  XIII.  Circonscrire  ä  unesphere,  de  rayon  R.,«n  c6ne  dont  la  base 
repose  sur  un  pla»  diametral,  et  dont  le  volume  soil  rrtiniumm. 
Designons  par  x  et  par  y  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  des  cönes  cir- 

COQScrits.  Son  volume  V  est  6gal  ä  -  iix^  y.  D'ailleurs  la  göomctrie  donne  aise- 

o 

ment  la  relation  : 


L^expressioD  du  volume  est  donc  : 

■3""'y^^-R'* 


''=i;'fK.-  i'i 


1  V* 


Comme  le  facteur  ^  «l^'  est  constant,  il  stiffit  de  determiner  le  minimum  de  la 

fraction  -~ — -.  Or  ce  minimum  correspond  6videmment  au  maximum  de  la 
y'—  H'  '^ 
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fractioR  renversöe  - — ^ — ,  ou  au  maximum  de  son  carre — .  Et,  comme 

on  a  identiquemeiit  :  t 


y 


'      ~yA   y'    )  "y'V     yV~K^yH       yV  ' 


on  voit  que,  abstraction  faite  du  facteur    constant  — ,  la  sorame  des  deux  fac- 

R2        /         RA 
teurs  —  et  f  1 A  est  constante;  si  donc  ou  peut  choisir  pour  y  la  valeur 

fournie  par  la  relation  (315)  : 


y'     2\        y-7' 


cette  valeur  correspondra  au  maximum  de  =^ — r— ,   c'est-ä-Jire   au  minimum 

„3  . 

de   ,     ,  ,•  Or  on  tire  de  l'equation  [3],  y'=3R'  :  et,  par  suite  lequition  11] 
y — H' 

3R' 
donne  :  x''z=  — .  Ces  valeurs  de  x  et  de  y,  dtant  plus  grandes  que  R,  sonl 

admissibles;  et,  par  consequent,  le  volume  minimum  du  coae  circonscrit  a 
pour  valeur  :  _ 

^_3dW3 

521.  Extension  de  la  Methode  fournie  par  le  thöoreme 
(31"»).  Püui  reiitlre  maxiniuiii  un  produil  de  facleurs  variables, 
on  clierclie  ä  lendre  coustante  la  somme  de  ces  facteurs,  puis 
äles  öiialer  entfe  eux.  Oii  peut,  si  cela  est  necessaire,  imiltiplier 
d'abord  ces  facteurs  par  cerlains  nurnbres  consiants,  corivena- 
blemeiit  cboisis;  car  cette  multiplicalion  n'ali^re  pas  les  condi- 
tions  du  niaxiuium.  Mais  il  n'est  pas  toujours  tacile  de  decou- 
vrir,  a  priori,  les  iionjbres  que  l'on  doil  »mployer.  On  desigiic 
alors  ces  nombres  par  des  lettres;  et,  les  considerant  comme 
des  incumuie?,  on  cherche  ä  les  döterminer,  de  manicre  ä  salis- 
faire  aux  deux  condilions  du  maximum  (515). 

522.  Probleme  XIV.  On  donne,  dans  un  trapeze  isocele,  la  pe- 
tite  base  a,  et  la  longueur  commune  c  des  deux  cöles  non  paralleles. 
On  demnnde  le  maximum  de  faire  du  trapeze. 

Dösi;^nuns  |)ar  x  la  demi-differciice  des  deux  bases  du  trapeze; 
la  grande  base  sera(a  +  2a;);  la  haiitcur  sera  ^c* — x^;  par  suite, 
l'aire  du  trapeze  aura  pour  expression  : 


S  =  (a  4"  a?)  y/c* — X*  y 


250  LIVRE  111. 

et  Ic  maximum  de  cctle  äire  aura  licu  pour  la  mßme  valeur  de  x 
quc  le  maxiiiuiin  du  carr^, 

expression  qiie  Ton  pcut  6crirc  : 

S''={a  +  x){a^x){c^x){c  —  x).  [1] 

II  scrait  facile  de  rcndre  conslante  la  somme  des  quatre  factenrs; 
il  snlTiiail  de  imilliplier  le  deriiicr  par  3:  luais  on  ne  pourrait 
pas  reiidre  eiij^uile  ces  Cictenrs  ('^gaux.  Mulliplions  donc  lous  los 
facleiirs  disiincts,  ä  rexception  d'un,  par  des  iiouibres  ind6ter- 
miiiLis  a,  ß;  el  öcrivons  : 

apS'  ={a-^x)(a-\- x) (ac  -f  arc) (ßc  —  ßx) . 

Nous  pourrons  exigcr  d'abord,  que  la  somme  des  factenrs  soit 
conslante,  en  6galaiil  h  ziro  le  coefficienl  de  x;  ce  qui  don- 
ncra: 

2  +  a  — ß  =  0.  [2] 

Puls  nous  pourrons  ögaler  les  divers  factenrs;  ce  qui  donnera : 

a-\-  X  =  '-xC-\-aX,  [3] 

a4-a.'  =  ßc  — ßx.  [4] 

Ces  frois  ^qualions  [^],  [3],.  [4],  suffiront  pour  determiner  les 
coerficieiits  a  el  ß,  et  la  valeur  elierchee  de  x.  Mais  il  n'est  pas 
ncct'ssaire  de  coiinaitie  a  et  ß;  il  suffil  de  les  elirnintr,  ä  l'aide 
des  trois  c(|iialions,  pour  oblenira;.  Ou  a  ainsi,  d'apres  les  equa- 
tions  [3]  el  [4] : 

a-{-x      -      aA-x 

«= — ; — »     P  = > 

c-\-  x  c  —  X 

et,  subslituant  ces  valeurs  dans  l'^quation  [2],  on  a: 

^      a±x_a±x 

'    c  -\-x       C  —  X 
on,  en  simplifiant: 

2x^  -\-ax  —  c^  =  0.  [5] 

La  racine  positive,  qui  seule  convient  ici,  est: 


x  = ^ .  [6] 

C'est  la  valeur  de  x,  qui  correspoud  au  maximum.  f 
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On  peut  remurquer  que  requalion  [5],  mise  sous  ki  forme 
a;(2a;  +  a)  =  c*, 

prouve  qiie  le  c6t6  c  est  rrioyenne  proportionnelle  entre  x  et  la 
grande  bnse;  et  que,  par  consequenl,  In  grande  hase  est  l'liypo- 
t^nuse  d'iin  triangle  rectangle,  qui  anrail  pour  cötcs  de  Tangie 
droit  le  cöte  c  et  la  diagonale  du  trapeze. 

Si  Ton  a :  c  =  a,  on  en  conclul :  a;  =  - ;  et  la  grande  base  est  egale 

ä2a,  Le  trapöze  maximum  devient  un  demi-hexagone  regulier. 

523.  II  faut  rcmarquer  que,  si  l'expression  renferme  n  fac- 
teurs  distincts,  on  emploie  (n — l)  indcterminees,  qui,  ave(;  x, 
forment  n  inronnues.  Or,  en  exigeant  que  la  somme  des  fac- 
teurs  soit  consfante,  on  oblitnt  uiie  premiere  equation  :  et  en 
cgalant  les  n  factcurs,  on  forme  {n —  1)  cqualions.  La  mcthode 
fournit  donc  aulant  d'equations  que  d'incunnuts  :  eile  est  g6n6- 
rale. 

§  III.  Maximum  ou  miiiimum  de  quelques   fonctions  de  plusieurs 

variables. 

524.  Probleme  XV.  Trouver  entre  quelles  llmitespcut  varier  le 
polynome  : 

Ay'-{-Jixy-\-Cx'  +  Dy  +  Ex^¥,  [I] 

lorsque  les  variables  \  et  y  prennent  loules  Ics  valeurs  possibles. 

ChercliMiis  ä  rendre  ce  polynome  egal  ä  uue  quamile  donnöe 
w,  en  posant : 

Ay2 -f  Brr?/ +  Ca;^  +  Dy  +  Eo;  +  F  =  w. 

Si  Ton  considere  y  comme  inconnue,  on  tire  de  celte  Equation: 

—  fBT4-D)d=v^iB--'— 4AC)x'  +  -2(lil)  — 2Ah)a--|-  (D'  — 4AF  +4A(rt 
y= .  [2] 

Or,  pour  qu'une  valeur,  assi^nee  ä  m,  soit  cornpati!)le  avec  des 
valeurs  rrelles  de  x  et  de  y,  il  faut  que,  pour  celte  valeur  de  m, 
on  puisse  avoir,  en  choisissant  x  convenablement : 

(B^„4AC)a;*  +  2(ßD  — 2AE)a;-f  D'— 4AP+4\m>0.     [3] 
Dislin;4Uons  trois  cas : 
1»  (L)2— 4AC)  est  positif.  Dans  ce  cas,  quel  que  soit  m,  Tino- 
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galittS  [3]  est  toiijonrs  possible;  car  on  pciit  toiijoiirs  clioisir 
poiir.r  nne  inlinilc  de  valt  ms  tcllcs,  (]iic  K;  Irinoiiic,  qiii  forme 
le  urcmicr  i/icmbre  de  l'iiiOgalitö,  iirenne  le  signo  de  son  pre- 
micr  terme  (ÜC!)). 

2"  (H'  — 4A(i)  esl  ii(''£ralif.  Dans  cc  cas,  rinep;alit6  [?]  est  pos- 
siblc,  si  les  raiines  du  irmoine  sont  td'elKs;  car  eii  domiaiil  ä  x 
des  vaieurs  comprises  entre  ces  raciiics,  on  rendra  le  liiiiomc 
de  signc  conlraire  ä  son  |)remicr  terme.  Mais  eile  n'ost  possihle 
qu'i  Celle  condilion  :  c.m',  si  les  racines  elaient  imaj^iiiiiiics,  le 
trinomc  conserverait,  ponr  toute  valenr  altrihuöe  ä  x,  le  signc 
de  son  premier  terme;  il  serait  constammenl  n('>g!ilif  (2G8). 
Ainsi  on  doit,  dans  ce  cas,  clioisir  w  de  teile  mnniere  que  les 
racines  du  Irinome  soient  röelles.  Or,  cctle  condilion  est  expri- 
mee  (240)  par  l'in^galitd 

(BD  — 2AE)*— (B»— 4AC)(D*— 4AP+4Aw)>0.     [4] 

Comme  cette  in^gaüte  est  du  premier  degrc  en  m,  on  eu  de- 
duira  (210)  la  limile  de  celle  qnantil6:  il  y  aura,  par  suite,  un 
maximnm  on  un  niinimum,  si  Celle  limite  estadmissible. 

Or,  celte  valeur  limile  de  m  annule  le  premier  membre  de 
rint'galite  [4] ;  eile  rend  donc  Egales  les  racines  du  irinome  [3]. 
Ce  Irinome  peut,  en  consöqnence,  s'öcrire  :  (B'^  —  4AC)(jc — x'y, 
en  designant  par  x'  la  valeur  de  la  raeine  double.  II  en  r^sulte 
que  la  valeur  [2]  de  y  devient,  dans  cette  bypolbcse. 


—  (VjX  +  D)  ±  (t  —  x')  v/li'—  4  A(J 

y= ^ ; 

et,  comme  (B*— 4AG)  est  nögatif,  y  n'est  r^el  que  pour  a;  =  a;'. 
II  faul  donc  donner  ä  x  celle  valeur;  ce  qui  exige  que  y  recüivc 
la  valeur  correspondante 

Br'+D 

y= — 2r- 

Ces  valeurs  de  st  et  6p.  y  sont  admissibles :  ce  sont  donc  Celles 
qui  fournissent  le  maximnm  ou  le  minimiim  de  m. 

3'  (B*  — 4AC)  =  0.  Dans  ce  cas,  l'in^yalile  [3]  est  du  premier 
degr6  en  x:  quelle  que  soit  la  valeur  allribuc^e  ä  m,  il  est  tou- 
jours  possible  de  v^-rifier  celte  in6galit6,  en  choisissant  x  conve- 
nablement.  II  n'y  a,  par  suile,  ni  maximum  ni  mlnnnum. 
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Si,  copendant,  (BD  — 2AE)  (^lait  nul  en  mßine  temps  que 
(ß^ — 4  AG),  rinegalile  [3]  se  reduiraitä 

D-~4AF-f-4Am>0; 

et  Ton  en  deduirait  une  limite  de  m,  savoir : 


4AF-Ü*  ^4AF— D 


m>> —7 — 5    ou    w< 


4A       '  ^       4A      ' 

Selon  que  A  serait  posilif  ou  nögatif.  Le  polynome  aurait  donc 
un  miniinum  dans  le  prcmier  cas,  un  maximum  da»is  le  second. 

On  elendrait  aiseinent  cette  Iheorie  au  cas  de  plus  de  deux 
variables  independantes. 

Appliquons-Ia  ä  l'exemple  suivant. 

325.  Probleme  XVI.  Trouver  le  minimum  de  Vexpression  x-  +  y^  +  z-,  sa- 

cliant  que  x,  y,  z,  sonl  lies  jiar  la  relaiion, 

ax  +  hy  +  cz  =  d.  [1] 

Posons  :  ac'-J- y'+5'^m. 

Nous  pouvons  eliminer  une  des  variables,  2,  par  exemple.  Car  on  tire  de  l'e- 

quaüon  [1], 

^ d  —  ax — hy 

z —  ) 

c 

-  .     ,  ,   /d  —  ax  —  byy 
etparsuile,  t^  +  y--\-l ^1   =m. 

ou  {a^  +  c-)x''  +  2abxy  +  {h-+c'-)y'—2adx  —  2hdy  +  d'—c-in—-d.       jL 

En  resolvant  l'equation  [2]  par  rapport  ä  y,  on  trouve,  apr&^  quelques  reductions  : 


b{d — nx)±c\f  —{'i^-i-b'^  ■^f-ix-  +  2"(tx—  d^+(b-  +  c']m       ,ot 

y= jjTZf-. ■    [31 

Comme  le  coefficient  de  X',  dan;  le  trinome  plac6  sous  le  radical,  est  negaüf, 
il  faut  cjioisir  la  valeur  de  m,  de  teile  sorte  que  les  racines  de  ce  trinome  soieat 
reelles;  ce  qui  exige  ijue  Ton  ait ; 

aH^  +  (a^  +  b'  +  c''](  —  d^-r  { i^'  +  C  ]  "0  >  0, 

ou  —{b-  +  c')  d-  +  {a-  +  h^  +  c-j  (b-  +  f ';  m  >  0, 

ou,  en  divisant  par  (b^+  c^),  et  transposant : 

d' 

Si  donc  on  peut  donner  ä  m  la  valeur 

_        d' 
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ce  sora  le  minimum  clierchi.  Or,  pcur  ceUe  valeur  de  m,  le  trinome,  plac6 
sous  Ic  radical,  devienl  : 

/  ad        \» 

Par  suite,  la  valeur  [3]  de  y  s'6cnt  : 

bld  —  ax) ±  (x .^    "      ,     . )  \/—(a-  +  b'  +  c') 

Elle  n'est  reelle  que  si  l'on  pose  : 

nd 


x  = 


hd 
et  eile  devient  alors  y=  :,,.,, — j- 


Par  suite:  9  = 


cd 


a^  +  b'  +  c' 

Ces  valeurs  sont  admissibles;  et,  par  cons6quentj  ce  sont  Celles  qui  rcndenl  mi- 
nimum rexpressiona5'  +  y'  +  ;z^ 

EXERCICrS. 

I.  Parmi  tous  les  carr6s  que  l'on  peut  inscrlre  dans  un  carr6  donn6,  de  ma- 
nifere  que  cbaque  c6te  coiitieiine  un  sommet,  quel  est  le  plus  petit? 

On  trouve  le  caire  qui  a  pour  sommels  les  milieux  des  cutes  du  carr6  donnc. 

II.  Inscrire  dans  un  cercle,  de  rayon  R,  le  triangle  maximum. 

On  voll  aisementque  l'on  n'a  ä  coraparer  entre  eux  que  les  Iriangles  isoceles; 
et,  en  appliquant  le  theoreme  (315),  on  trouve,  comme  maximum,  le  triangle 
^quilateral. 

III.  On  suppose  qu  un  triangle  isoc&le,  inscrit  dans  un  cercle,  de  rayon  R, 
tourne  autour  de  sa  bvse  :  on  demande  le  mavimum  du  volume  d  c:it. 

On  trouve,  en  appliquant  le  llieoreme  (315),  que  la  hauleur  du  triangle  tour- 

...       <     ,     .  -"^R  T        ,  •  'oOitR^'Jh 

nant  doit  Stre  6gale  a  — .  Le  volume  maximum  est  — — . 

o  ol 

IV.  Parmi  tous  les  cönes  droits  de  mäme  volume  -  ua',  quel  est  celui  dont  la 

surface  laterale  estminimuiu? 
On  app'ique  le  theoreme  (317);  et  l'on  trouve  pour  la  hauteur,  y  =  a^2,  et 

pour  le  rayon  de  base,  x'  =  ^-t. 
v/2 

V.  Parmi  tous  les  cönes  droits  de  mSme  surface  laterale  ttü',  quel  est  celui 
dont  le  volume  est  maximum? 

On  applique  le  theoreme  (315);  et  l'on  trouve  que  le  rayon  de  Läse  x=^  ^, 

v/3 


et  que  la  hauteur  y^a  i/  — 


V3 
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VI.  Parmiles  parall61ipipedes  rectangles  de  möme  surface,  quel  est  celui  qui 
a  le  plus  grand  volume;  et  parmi  ceux  de  meme  volume,  quel  est  celui  dont  la 
surface  est  minimum? 

Le  cube  (applicatioa  des  thöorömes  313  et  3 IG). 

VII.  Quelle  est  la  zone  sphörique,  ä  une  base,  qui  contient  le  plus  grand  vo- 
lume parmi  Celles  qui  ont  meme  surface  na?;  et  qu"lle  est  la  zone  de  plus  pe- 
tite  surface,  parmi  Celles  qui  contiennent  le  meme  volutnj  tu'? 

On  applique  le  th^oreme  (315) ;  et  Ton  trouve  que  la  hauteur  et  le  rayon  de 

base  de  la  zone  de  volume  maximum,  sont,  l'un  et  Tautre^  6gaux  ä  ^  :  le  seg- 

V2 
ment  maximum  est  donc  un  hemisph&re. 

On  trouve  aussi  un  hcmispbere  pour  le  minimum  (3 IT). 

VIII.  Parmi  tous  les  cylindres  de  mSme  volume  V,  quel  est  celui  qui  est  in- 
scrit  dans  la  plus  pelite  si>herfi? 

En  s'appuyaut  sur  les  formules  du  n"  319,  et  sur  la  remarque  (318),  on 

trouve  que  le  rayon  de  la  sphere  minimum  est  6gal  ä  y  '— — -.  On  en  conclut, 

pour  le  rayon  de  base  du  cylindre,  r=^\/  — r,  et,  pour  la  hauteur,  ft=:  \/  — 

V  7rv^2  V    Tt 

A       .-,...  R      IX.  On  donne  une  feuille  de   carton   carr6e   ABCD  dont  le 

'I  ■      cöte  est  o,  aux  quatre  coins  de  laquelle  on  supprime  les  carrös 

t'gaux  qui  sont  ombres  dans  la   figure   ci-jointe.  Determiner  le 

Cütü  de  ces  carres,  par  la  condition  que  la  Lotte,  qui  aurait  pour 

*'        "'  fond  mnpq  et  pour  faces  laterales  les  rectangles  restaats  qui  ont 

tous  meme  hauteur,  ait  un  volume  maximum. 

On  trouve  que  le  cötö  du  carr6  ombr6  est  -,  et  le  volume  maximum  — -. 

X.  On  marque  sur  une  droite  des  points  equidistants,  que  Ton  numerote  1, 
2  3  ...n.  Trouvir,  sur  la  droite,  un  point  tel,  que  la  somme  des  carres  de  ses 
distances  aux  points  donnös,  multiplies  par  le  numero  corrcspondant,  soit  un 
minimum. 

Pour  resoudre  la  question,  il  faut  savoir  que  la  somme  des  n  premiers  nom- 

.     ,     ,  n(n+l)    ,                  ,    ,                 ,    .    «(n+iiHn+l^         ^   , 
bres  est  egale  4  -—^ — -,  la  somme  de  leurs  carres  a ,     et  la 

somme  de  leurs  cubes  ä  — —- .   En  designant  par  o  la  distance  de  deux 

points  cons^cutifs,  et  par  x  la  distance  du  point  cherch6  au  premier  point,  on 
exprime  en  x  la  somme   indiquee,   on   applique  la    melhode  (3  11),   et  l'on 

trouve  a:;  =  -(n— l)o. 

XI.  M6me  question,  en  supposant  que  les  points  soient  numdrotfis  1,  3,  6, 

lu,...        2 

3 
La  mSme  m^thode   conduil  ä  x=-r{n — l)o. 
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xn.  Trouver  le  maximum  de  l'aire  d'un  triangle  rectanple,  saclnnt  que  la 
sommc   de  riiypolöiiuse  et  de  la  hauteur  corrcsi)ondante  est  6gak'  ä  a, 

0i  2(1 

On  Irouve  l'aire  maxiraum  ^'galc  a  — .  L'hypot^nuse  est  — ,    et   la  hauteur 

est .-.  Lcs  deux  cölüs  de  l'angle  droit  sont  ^gauxä.  -r-. 

XIII.  Parmi  Ions  lestrinngles  reclinglesdo  mOme  p6rimitre  2p,  qncl  est  celui 
dans  lequel  la  somme  des  d>^ux  c6l6s  de  l'angle  droit  et  de  la  hauteur  abaiss^e 
sur  riiypolenu-^io  est  maximum? 

On  trouve,  en  appliqaant  la  mölhode  generale, que  le  triangle  est  isoc^do,  que 

son  hypot6nuse  c.-t  6gale  ä 'ipCVi  — l),  sa  hauteur  i  p(V2  —  l),   et  chaque 

c6t6  de  l'angle  droit  !'ip(2— V2). 

XIV.  Inscriro,  dans  un  corcle,  de  rayon  r,  un  trapeze  dont  lcs  cölcs  non  pa- 
ralleles soieiit  egiux  ka,  et  d  int  la  surface  soit  maximum. 

On  trouve  que  lo  trapeze  maximum  est  un  rectangle,  doDt  les  bases  sont 

egales  k  ^kr^ — o'. 

XV.  Inscrire,  dans  une  sphere,  de  rayon  R,  un  cöne  dont  la  surface  totale 
soit  maximum. 

On  applique  la  meihode  (321);  et  l'on  trouve  que  la  hauteur  du  cöne  est 

6galc  \  —^ — Y^ — '-. 

XVI.  On  circonscrit  ä  une  spliere,  de  rayon  R,  un  tronc  de  pyramido  regu- 
liere, dont  les  bases  sont  des  octogones  reguliers.  On  demande  le  minimum  du 
volume  du  tronc,  lorsqu'on  fait  varier  rinclinaison  a  des  faces  laterales  sur  la 
grandc  base. 

On  trouve,  pour  expression  du  volume, 

,,_i(>(v/2-i)rv   4         y 

^-  3  Vsin^a        '7' 

dans  le  cas  du  minioium,  a  =  -,  Vn=16(\/2  — i)r^ 

XVII.  Une  petite  surface  blanclie  est  pos(ie  horizontalement  sur  une  table,  et 
eclairee  par  une  lampe,  dont  la  distance  ä  cette  surface,  estimee  par  sa  pro- 
jection  horizontale,  est  constantc  et  egale  a  d.  A  quelle  hauteui-  x  doit  se  trou- 
ver la  flamme,  pour  que  la  surface  soit  eciairöe  le  plus  possif'le? 

On  sait  que  Tintensitö  de  la  lumierc,  que  recoit  la  surCace,  est  proportion- 
nelle  au  sinus  de  linclinaison  des  rayons,  et  inveiscment  pioportionnelle  au 
carrc  de  la  distance  qui  separe  le  point  lumineax  de  la  surface.  Si  Tun  d6signe 
par  V.  rinclinaison,  on  trouve,  pour  le  cas  du  maximum,  en  appliquant  la  me- 
thode  (3i5}  : 

I  „   .  d 

tanga  =  --;      d  ou      x= — . 

v/2  v^2 

On  construira  la  Solution. 

XYlIl.  Trouver  la  valeur  minimum  de  ^ — 2.;^  quand  a  varie  de  C»  ä  30*. 

tang-a'  ^ 

En  posant :  tang  a^x,  et  en  remplacant  lang  3a  par  sa  valeur  en  x,  on  trouve, 


I' 
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en  appliquant  la  methode  ordinaire  (311),  un  maximum  (17  — 12/2),  qui  ne 
convient  pas,  car  il  correspond  ä  a;  =  v'^  +  1 ;  puis  un  minimum  (17  +  12  \/2) 
qui  convient,  et  qui  correspond  ä  *  :=  ^2  —  1,  c'est-ä-dire  ä  a  =  -. 

o 

XIX.  Deüx  Corps,  de  masses  m  et  m',  animes,  dans  le  meme  sens,  de  vitesses 
V  fett)',  viennent  ä  se  choquer.  Trouver  la  vitesse  commune  x  qu'ils  prendront 
aprös  le  choc,  sachant  que  la  somme  des  produits  obtenus  en  multip  iant  chaque 
masse  par  le  carrö  du  changement  de  vitesse  est  la  moindre  possiLle. 

La  quantitö  ä  rendre  minimum  est  un  trinome  du  second  degr^  en  x;  et,  en 
appliquant  la  rögle  (30ff),  on  trouve  : 

mv  +  m'v' 
m  +  m' 

XX.  Si  Ton  donne  a;  +  t/  =  o,  la  regle  (315),  qui  fournit  le  maximum  de 
xpy,  s'etend  au  cas  oü  p  et  q  sont  fractionnaires. 

Comme  on  peut  toujours  poser  :  p  =  j  ,      q  =  ^  ,  il  suffit  de  remarquer 

qu'alors  x''y''  =■  \Jx'''yi'. 

XXI.  Trouver  le  minimum  de  x^  +  —  i  p  et  (/  etant  entiers  ou  fractionnaires, 
et  X  etant  positif. 

En  posant  I'' =  y,  —  =  ^,  on  trouve  (315  et  XX),-  =  - ;  d'oüa;=  i/^. 

XXII.  On  donne  l'equation  : 

Ax2  +  A'y'  +  hl'i'-  +  2B!/Ä  +  2B'a;z  +  2B"a;y  +  2Ca;  +  2C'y  +  2G"x  +  D  =  0  ; 

on  demande  de  trouver  les  limites  extrömes  des  valeurs  que  peut  prendre  l'une 
des  trois  variables,  x  par  exemple. 
Onsuivra  une  marche  analogue  ä  Celle  du  n"  310. 

XXIII.  Trouver  le  minimum  de  a;'  + jy^  +  z'  +  u^,  sachant  que  Ton  a  ; 

ax  +  6!/  +  w  +  du  =  fe. 

Marche  analogue  ä  Celle  du  n"  325. 

j    „  •      (x  +  a)(x  — 5) 

XXIV.  Trouver  le  maximum  de  l'expression ^ ■'. 

,„^^x                2a&           ,  (x  +  a)   (x  — b)       (a  +  b)* 
Ontrouve(308):xz=^— -^,     et  ^ =  ^^3-. 

[a  4-  x)^ 

XXV.  L'expression  a  +  x  +^ peut  passer  par  tous  les  etats  de  grandeur. 

XXVI.  Trouver  le  minimum  de 1 ; — . 

a  —  X       a  +  X 

On  trouve  x  =  0  ;  et  le  minimum  est  2. 

XXVII.  Deux  nombres  positifs  variables  x,  y,  sont  tels,  que  leur  diff^rence 
est  un  nombre  positif  a.  On  demande  si  Texpression  —  est  susceptible  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum,  m  et  n  6tant  des  nombres  positifs  donnfes. 

Alg.  B.  1"  Partie.  17 
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Si  l'on  a  :  X  <  y,  m  <  n,  on  Irouve  (315)  un  maxiraum,  fiuand  -=  — . 

y      n 

Si  l'on  a  :  Jt  >  t/,  m  >  n,  on  irouve  un  minimum,  quand  -  =  — . 

y       n 
Mais  si  l'on  a  :  x  <  '/.  m  >  n  ;  ou  or  >  y,  m  <  n,  il  n'y  a  ni  maximuia  ai 
minimum. 


LIVRE  IV. 

DES  PROGRESSIONS  ET  DES  LOGARITHÄIES. 


CHAPITRE    I. 

DES  PßOGRESSIONS. 

§  1 .  Des  progressions  par  difförence. 

526.  D^FINITIONS.  Une  progression  arithmelique  ou  par  diffe- 
rence  est  une  suite  de  nombres  tels  que  chacun  d'eux  surpasse 
celui  qui  le  precede  ou  en  est  surpass6  d'une  quantit6  constante, 
qu'on  appelle  la  raison  de  la  progression. 

Lorsque  les  termes  vont  en  augmentant,  la  progression  est 
diie  croissante ;  eile  est  decroissante  qusiud  ils  vont  en  diminuant. 

Pour  indiquer  que  des  nombres  fönt  partie  d'une  progression, 
on  les  ecril  les  uns  ä  la  suile  des  autres,  en  les  söparanl  par  un 
point,  et  en  les  faisant  prec6der  du  signe  -f ;  ainsi  les  suites 

^3.  7.  11.  15.  19.23.27 , 

■f  48.45.42.39.36.33.30 , 

sont  deux  progressions  par  difference,  l'une  croissante,  l'autre 
decroissante :  les  raisons  sont  respeclivemcnt  4  et  3. 

On  supprime  la  distinction  que  nous  venons  d'indiquer  entre 
les  progressions  croissante  et  decroissante,  cn  convenant  que 
la  raison  est  l'exces  d'un  terme  sur  le  terme  precedent.  Si  la  pro- 
gression est  decroissante,  cet  exc6s  est  n^gatif.  Par  exeinple,  la 
seconde  des  deux  progressions  indiqui^es  a  pour  raison  — 3. 

En  general,  nous  designerons  les  tt.rines  d'une  progression 

par  ditTerence  par  les  leltres  a,  &,  c, . . .    i,  k,  l, ,  la  raison 

positive  ou  negative  par  r,  et  le  noinbre  (^.ü  exprime  le  rang  du 
terme  l  par  n.  Nous  aurons  : 

Ta.b.c.d....i.li.l..,.  [1] 


1 
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527.  Yaleur  du  terme  de  rang  n.  D'aprcs  la  dclinition,  im 
tennc,  dans  une  progrcssion  croissanlc,  se  forme  cn  ajoiilant 
la  raison  au  lerinc  prt'cödent.  Le  second  est  donc  6gal  ä  a  +  ^, 
le  (roisi(!;me  ä  fl  +  2r,  le  qiialricitne  ä  a-j-Sr,  ....,  le  n""  ä 
a-^{n — 1)7-.  Donc  untej'me  de  rang  quelconque  se  forme  en  ajou- 
tant  au  premier  autant  de  fois  la  raiso7i  qu"U  y  a  de  termes  avant 
celui  que  l'on  considere.  G'cst  ce  que  Ton  exprime  par  la  formule : 

l  =  a-\-(n  —  \)r.  [2] 

Celle  formule  s'appllque  au  cas  oü  la  progrcssion  est  d6crois- 
anle,  pciirvii  que  la  ietlrc  r  reprösente  un  nombrc  negalif  (32G). 

328.  GoROLLAiRE.  La  formule  [2],  6tant  une  relalion  entre 
les  quatre  nombres,  a,  l,  r,  n,  permet  de  d6terminer  l'und'eux, 
quand  les  Irois  aulres  sonl  donnes :  il  sufdl  de  r6soudre  l'öqua- 
tion  par  rapporl  ä  la  quanlitö  inconnue.  Elle  fournil  donc  la 
Solution  de  qualre  problemes  faciles  ä  6noncer,  et  dont  les  for- 
niules  sont : 

/  =  a-j-(n  —  l)r,         a  =  l  —  (n — l)r, 


r  = 


l—a  ,   ,  l  —  a         \  [3] 


n— 1 


«=i+V-    ) 


529.  Insertion  de  moyens  arithmetiques.  Inserer  w  moyens 
arithmellques  entre  deux  nombres  donnes  a  et  b,  c'esl  former 
une  progresfion,  dont  a  et  ö  soient  les  termes  extremes,  et  dont 
ces  m  moyens  soient  les  termes  intermödiaires. 

II  suftit  6videnimenl,  pour  resoudre  celte  question,  de  Irouver 
la  raison  de  la  progression ;  car,  en  l'ajoulant  au  premier 
terme,  on  aura  le  second;  en  l'ajoutant  au  second,  on  aura  le 
troisieme;  et  ainsi  de  suite.  Or  on  connait,  dans  la  progression 
cherchee,  le  premier  terme  a,  le  dernier  b,  et  le  nombre  des 
termes  im-\-2).  On  appliquera  donc  la  formule  [2],  qui  don- 
nera : 

b  —  a 

ExEMPLE.  Inserer  10  moyens  entre  5  et  38.  La  raison  est :  r^  — - — -  ou  3  ; 
ctia  progression  cherchee  est  : 

T.T. 8. 11, 14  17.20.93.26.29.32.35.38- 
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350.  Probleme.  Delerminer  la  condition })our  que  trois  nombres 
donnes,  a,  b,  c,  fassent  parlie  d'une  mcme  progression. 

Supposons  ces  nombres  raiig-es  par  ordre  de  grandeur :  ils 
seront  separes,  dans  la  progression  inconnue,  par  des  termes 
intermödiaires,  qui  pourronl  6tre  consid6r6s  comine  des  moyens 
ins6r6s  entre  a  et  b,  et  entre  b  et  c.  Par  suile,  si  Ton  designe  ces 
Qombres  de  moyens  par  (m  —  1)  et  par(;i  —  1),  la  raison  devra 

Mre  6gale  (329)  ä  — —  et  ä  ;  on  devra  donc  avoir  : 


m  n 

b  —  a      c  —  b 


[5] 


m  n 

G'est  la  condition  cherchöe ;  il  faudra  quil  existe  deux  nombres 
mtiers,  m  et  n,  proportionnels  aux  differences  (b  —  a)  et  (c  —  b). 

Gelte  condition  est  toujours  remplie,  quand  les  nombres  a,  b, 
:,  sont  commensurables  :  car,  si  les  nombres  {b  —  a)  et  (c  —  b) 
;ont  fraclionnaires,  il  sufflra  de  les  reduire  au  meme  d6nomi- 
nateur,  et  de  prendre  m  et  n  6gaux  aux  numeraleurs.  En  mul- 
ipliant  les  deux  resultats  par  un  meme  nombre  entier  quel- 
jonque,  on  aura  d'aulres  valeurs  pour  m  et  n;  de  sorte  quele 
Probleme  a,  dans  ce  cas,  une  infinite  de  Solutions. 

35 1 .  Theoreme.  Si  Von  insere,  entre  les  termes  consecutifs  d'une 
orogression  [1],  pris  deux  ä  deux,  un  meme  nombre  m  de  moyens 
iriihmetiques,  on  obtient  une  progression  unique,  dont  la  raison  est 
€  quotient  de  la  division  de  la  raison  primitive  par  (m  -f-  !)• 

En  effet,  les  raisons  des  diverses  progressions  partielles 
;ont  (32D) : 

b  —  a        c  —  b        d  —  c 

iUes  sont  donc  toutes  6gales  ä  — ;— r  (52G).  D'ailleurs  le  der- 

^  m-\-]  ^        ' 

lier  terme  de  chacune  est  le  premier  de  la  suivante.  On  peut 
lonc  les  consid6rer  comme  n'en  faisant  qu'une  seule. 

552.  Theoreme.  'Dans  toule  progression  limitee,  la  somme  de 
'eux  termes  egalement  distants  des  extremes  est  constante  et  egale  ä 
2  somme  des  extremes. 

Soit,  en  effet,  la  progression  : 

^a.b.c.d . .  ..i.k.l; 
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le  second  terme  b  est  ögal  i\  a  -f- »",  et  ravant-dcrnicr  k  esl  6gal  ä 
l  —  r;  donc  leur  soiiime  b-\-k  =  a-\-l. 

Ell  g^ii^ral,  le  tcrme  x,  qiii  en  a  p  avant  lui,  est  6gal  (527)  ä 
o  +  pr,  et  Ic  tcrme  y,  qui  en  a  p  apri;s  lui,  est  6gal  ä  Z  —  pr; 
donc  leiir  somme  a;  -}-  y  est  C'gale  ä  a-{-l. 

355.  Somme  des  termes  d'une  Progression.  Ddsignons  par 
S  la  sonimc  des  termes  de  la  progrcssion  qui  comnience  par  a, 
qui  finil  par  l,  et  dont  n  est  le  riombre  des  termes.  On  a : 

On  n'alt^re  pas  cette  somme  en  renversant  les  termes;  si  on 
les  6crit  de  mani^re  qne  les  termes  ä  ^gale  distance  des  exlrfimes 
se  correspondent  verlicalcment  dans  les  dcux  lignes,  on  a : 

Qu'on  ajoute  maintenant  les  termes  de  ces  deux  suites  par  co- 
lonnes  verticales,  et  Ton  aura  : 

2S  =  (a+0  +  (ö  +  Ä)  +  (c  +  i)....+(i  +  c)  +  (ft  +  fc)  +  (/  +  a). 

Mais  toutcs  les  sommes,  renferm^es  entre  parenlhäses,  sont 
6gales  (552)  ä  {a-\-l);  d'ailleurs  leur  nombre  est  celui  des  ter- 
mes de  la  Progression.  On  a  donc : 

2S  =  (a  +  /)n; 

d'oü  l'on  dcduit :  S  =  ^1:^,  [6] 

La  somme  des  termes  d'une  progression  par  difference  est  la  moi- 
tie  du  produit  de  la  somme  des  extremes  par  le  nombre  des  termes. 

ExEMPLE.  La  somme  des  12  termes  de  la  progression  (329)  est.^ 

ou  258. 

Remarque.  Si  Ton  ne  connaissait  que  le  premier  terme  a,  la 
raison  r,  et  le  nombre  n  des  termes,  il  faudrait,  pour  appliquer 
la  formule  prec6dente,  commencer  par  calculer  le  dernier 
terme  l,  ä  l'aide  de  la  formule  [2].  En  substiluant  sa  valeur  danf 
la  formule  [6],  on  a: 

g^{2a+(7i-l)r|n 


/ 
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334.  Applications.  1°  Trouver  la  somme  des  n  premiers  nombres  entiers, 
1  +  2  +  3+.. ..  +  n. 
Comme  ils  forment  une  progression  dont  la  raison  est  1,  leur  somme  est  ; 


(l+n)n 


n(n  +  l) 


18] 


DoDC,  pour  avoir  la  somme  des  n  premiers  nombres  entiers,  an  multiplie  le 
dernier  par  celui qui  le  suivrait  immMiatemsnl,  et  Von  divise  le  produitpar  2. 
2°  Trouver  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs, 

1  +  3  +  5  +  7.... 
Ils  forment  une  progression  dont  la  raison  est  2;  enappliquant  laformuie  [7]  ona: 


S  = 


{2+2(n-l)]n 


ou  S  =  n'. 


19] 


Ainsi  la  somme  desn  premiers  nombres  impairs  est  ^gale  au  carri  de  n. 

335.  Problemes.  Les  formales  [2]  et  [6]  foiirnissent  deux  relations  entre  les 
quaiitites  a,  l,  r,  n,  S,  relations  qui  permettent  de  döterminer  deux  de  ces 
quantii6s,  quand  les  trois  autres  sont  donnees.  De  lä  dix  problemes  ä  resoudre  : 

1°  Etant  donnös  a,  l,  r,  determiner  n,  S: 

r,  S 
»  r,   n 

»  l,    S 

»  l,    n 

»  l,   r 

»  a,  S 

»  a,  n 

»         a,  r 
»  a,  l. 

Parmi  ces  problemes,  le  cinquifeme  et  le  huitiöme  sont  du  second  degr6 ;  le» 
huit  autres  sont  du  premier  degre. 


2» 

»            o, 

l,  n, 

3° 

>           o, 

l,    S, 

4» 

a, 

r,  n. 

Fi» 

'           f^i 

r,  S, 

fi*             1 

a, 

n,  S. 

7°             I 

»           i. 

r,  n, 

8-            « 

l, 

r,  S, 

9° 

l, 

n,  S, 

10» 

r, 

n,S, 

§  II.  Des  progressions  par  quotient. 


556.  ÜEFINITIONS.  Une  progression  geometrique  ou  par  quo- 
tient est  une  suite  de  nombres,  dont  chacun  est  6gal  au  pr6ce- 
dent  multipli6  par  un  nombre  conslant  que  Ton  nomme  la  raison 
de  la  progression. 

Lorsque  la  raison  est  plus  grande  que  l'unite,  las  termes  vonl 
en  croissant,  la  progression  est  croissante;  lorsque  la  raison  est 
moindre  que  l'unite,  les  termes  vont  en  diminuant,  et  la  pro- 
gression est  decroissante. 
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Poiir  indiqiier  que  des  nombres  fönt  parlic  d'iine  procrcsslon 
par  quolient,  on  les  ccrit  ä  la  siiitc  Ics  uds  des  autrc'P,enlcs 
s(l'paranlpardeux  points,  et  en  Ics  faisant  pr^cL'dcr  du  signe  -H. 

ExEMPLES.  Los  suiles : 

i^  4  :  12  :  36  :  108  :  324  :  972: , 

fv  528  :  264  :  1 32  :  66  :  33  :  16  •- : , 

sont  deux  progressions  par  quotient,  l'une  croissante  et  l'autie 
döcroissanle ;  les  raisons  sont  3  et  ^. 

En  gent^ral,  nous  dösigneroiis  les  terraes  d'une  pi"ogression 
par  quolient  par  a,  b,  c,  d, . . . .  ,i,  k,  l, . ,., ,  la  raison  par  q,  et 
le  rang  du  terme  l  par  n.  Nous  aurons : 

TT a:  b: c:  d  : . , ..  :i :  k:  l: .. . .  [i] 

557.  Valeur  du  terme  de  RANGn.  D'apres  la  dcfinition,  un 
terme  d'une  progression  par  quotient  se  forme  en  mullipliant 
le  precddent  par  la  raison.  Le  second  est  donc  ('gal  a  aq,  le  troi- 
siemc  ä  aq'^,  le  quatriöme  ä  aq^,  . . . . ,  le  n""  ä  og"-'.  Donc  un 
terme  de  rang  quelconque  est  egal  au  premier  multiplie  par  une 
puissance  de  la  raison,  dont  l'exposant  est  egal  au  nombre  des  ter- 
mes  qui  precede  celui  que  Von  considere.  G'est  ce  qu'exprime  la 
formule : 

/  =  ag"-*.  [2] 

55Ö.  GoROLLAiRE.  La  formule  [2],  etant  une  relalion  cntre 
les  quatre  nombres,  o,  l,  q,  n,  pennet  de  d6tcrminer  Tun  d'eux, 
quand  les  Irois  autres  sont  donnös.  On  trouve  ais^ment,  en  r6- 
solvant  l'öquation  [2]  par  rapport  ä  cbacune  des  quatre  quantites 
successivement : 

771  ,   ,  logZ-logg    ^  ^^^ 

^       V  a'  '         log  9 

La  derni^re  formule  suppose  connues  les  propri6t6s  fundamen- 
tales des  logarithmes  (563  et  suiv.). 

539.  Theoreme.  Si  une  progression  est  croissante^  on  peut  la 
prolonger  assez,  pour  que  ses  termes  depassent  toule  limite  donnee. 
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En  effet,  si  Ton  considere  les  Irois  termes  cons6culils  i,  k,  l 
de  la  Progression  [1],  on  a,  par  detinition, 

k  =  ig^        l  =  kq; 

et,  par  souslraction,     l  —  k^  {k  —  i)q. 

Or  la  raison  q  est  superieure  ä  l'unite;  donc  la  differencc 
(/  —  k)  est  plus  grande  que  la  difTerence  {k  —  i),  L'exces  d'un 
terme  sur  le  precedent  va  donc  en  croissant.  Or,  si  cet  exc^s 
reslait  constant,  comme  dans  la  progression  par  differeiice,  on 
pourraif,  en  l'ajoutant  au  premier  terme  a,  un  nombre  süffi- 
sant de  fois,  obtenir  un  resultat  aussi  grand  qu'on  le  voudrait. 
II  en  sera  donc  de  meine,  a  fortiori,  si,  comme  nous  ravons  re- 
connu,  cet  exc^s  va  en  augmentant. 

340.  Theoreme.  Si  une  progression  est  decroissante,  on  peut  la 
prolonger  assez,  pour  que  ses  termes  decroissent  au-dessous  de  toute 
limüe. 

En  effet,  si  la  progression  [1]  a  une  raison  q  inferieure  ä 

l'unite,  les  termes  -,  r,  -,   ...  r,  7,  7,  ....  forment  une  autre 
a^  b    c  %    k    r 

progression  par  quotient,  dont  la  raison  -  est  superieure  ä  l'u- 

nitä,  puisque,  des  egalitös 

b  =  a-Xq,     c^b'Xq,     d  =  c':><q 

j,  ,   .,      1       1       1       1       1       1       1       1       1 
on  deduit     -  =  -x-,     -  =  tX-,     -,=  -X -,.... 

b      a      q       c      b      q       d      c      q 

II  resulte  donc,  du  theoreme  pr6c6dent,  que  les  fractions 

-j  T.j  -;>  peuvent  deveEir  aussi  grandes  que  Ton  voudra,  et  par 

suite,  leurs  d^nominateurs  i,  k,  l,  peuvent  devenir  aussi  petits 
que  l'on  voudra.  G'est  ce  qu'il  fallait  d6montrer. 

341.  Insertion  de  moyens  geometriques.  Ins6rer  m  moyens 
g^ometriques  entre  deux  Dombres  donnes  a  et  b,  c'est  former 
une  progression  par  quotient,  dont  a  et  &  soient  les  termes 
extremes,  et  dont  ces  m  moyens  soient  les  termes  interme- 
diaires. 

II  suflit  övidemment,  pour  rC'soudre  cettc  question,  de  trouver 
la  raison  de  la  progression :  car,  en  mullipliant  le  premier  terme 
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par  la  raison,  on  aura  lo  ?orond ;  en  rmiltipliant  lo  second  par  la 
raison,  on  .iura  le  lioisiöme,  cl  ainsi  de  siiitc.  Or,  on  connalf, 
dans  cette  progrcssion,  le  promier  lerme  a,  Ic  dernier  ö,  et  le 
noinbrc  dos  termcs  (wi-j-  2),  Oii  appliqucra  donc  la  formule  [2], 
qui  doiinera  : 


-VI- 


[4] 


ExBMPLB.  Ias6rer  3  moyeDS  entre  7  et  112.  La  raison  est : 

q=  y-y-  ou2; 

et  la  Progression  cherch^e  est  : 

•H-7:  14:28:56:112. 


342.  Tn^ORfeME.  Si  Von  insere,  entre  les  termes  consicutifs  (Tune 
Progression  par  quotient,  pris  de.ux  ä  deux^  un  meme  nombre  m  de 
moyens  par  quolient,  on  obtient  wie  progression  unique,  dont  la  rai- 
son est  la  racine,  d'indice  (ni  -\-  1),  de  la  raison  primitive. 

En  effet,  les  raisons  des  diverses  progressions  partielles  sont: 


elles  sont  donc  toutes  6gales  ä  "V?-  D'ailleurs  le  dernier  terme 
de  chacurie  est  le  premier  de  la  suivante.  On  peut  donc  les  con- 
sid6rer  comme  n'en  faisant  qu'une  seule. 

545.  ProblIime.  Diterminer  la  condition,  pour  que  trois  nom- 
bres,  a,  b,  c,  fassent  partie  d'une  meme  progression. 

Si,  en  considerant  a  comme  6lant  le  premier  terme,  on 
d6signe  par  (w  +  1)  et  par  {n-\-  \)  les  rangs  inconnus  de  h  et 
de  c,  on  a  (557) : 

h  =  ag"*,        c  =  aq^j 

q  6tant  la  raison  inconnue.  Si  Ton  616ve  la  premi^re  öquation  ä 
la  puissance  n,  et  la  seconde  ä  la  puissance  m,  on  aura : 

d'oili,  en  61iminant  9 : 

6"      c" 


C'est  la  condition  cherch6e.  Cette  condition  se  simplifie,  si  Ton 


H""  =  ^'     °" 
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suppose  que  a,  b,  c  soient  commensurables;  car  alors,  en  r^- 

b      c 
duisant  les  rapports  -  et  -ä  leur  plus  simple  expression,  et  en 

designant  parket -r  les    fractions    iri^ductibles  eqiüvalentes , 
on  a : 


(!)"=(-;)"• 


<?"      k"* 


Or,  ces  fractions,  6tant  aussi  irreduclibles,  ne  peuvent  ßtre  6ga- 
les,  que  si  Ton  a  : 

ce  qui  exige,  d*une  part,  que  g  et  k  soient  composes  des  m6mes 
facteurs  premicrs.ainsi  que  h  et  l;  et,  d'autre  part,  que  les  ex- 
posants  d'un  mäme  facteur,  dans  g  et  k,  et  dans  h  et  /,  soient 

dans  un  rapport  constant— .  Si   ces  conditions  sonl  remplies, 

elles  determinent  le  rapport  — .   Mais  elles  laissent  m  e\  n  inde- 

termin6s;  de  sorte  que  a,  b,  c  peuvent  faire  partie  d'une  infinite 
de  progressions. 

34:4:.  Application.  Quels  sont  les  nomhres  commensurables  qui  peuvent  faire 
partie  d'une  progression  par  quotient,  ayantpour  termes  1  et  10? 

D6signons  par  -  Tun  des  nombres  cherch6s ;  on  doit  avoir,  d'apres  ce  qui  pre- 

cede  : 


(?)-=(10).,    oup=10-; 


m  et  n  dtant  des  nombres  entiers.  Cr  le  second  membre  6tanl  entier,  le  premier 
doit  retre  aussi  ;   et  comme  ^est  irreductible,  par  hypothese,  il  faut  que  Ton 

alt  :  q^=  1,  et,  par  suite,  p"=  10".  Mais  pour  que  cette  derniere  §galit6  alt 
lieu,  il  faut  que  p  ne  contienne  que  les  facteurs  promiers  1  et  öde  10,  c'est-ä- 
dire  que  Ton  ait  :  p  =  1'^Xb^:  il  faut  donc  que  2<""x5P"=  2"x5",  et  que, 

par  cons6quent,  am=:ßm  =  n.  II  faut  donc  quea  =  ß= — .    Ainsi  les  expo- 

sants  de  2  et  de  5,  dans  p,  doivent  6tre  6gaux;  ou,  en  d'autres  termes,  p  doit 
6tre  une  puissance  de  10. 

Les  puissances  de  10  sont  donc  les  seuls  nombres  commensurables  qui  puis- 
sent  figurer  dans  une  progression  par  quotient,  dont  1  et  10  fönt  partie. 

343.  Theoreme.  Dmis  tonte  progression  pa?'  quotient,  le  produit 
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de  dcux  termes  egalcment  distants  des  extremes  est  constant  et  egal 
au  produit  des  extremes. 
Soit,  en  clfet,  la  progression  liinilöe  : 

TT a  : b : c :d: :i'.  kil\ 

l 
le  second  terme  b  est  ^gal  kaq,ei  ravant-dernier  k  est  6gal  ä  -; 

doncleur  produit  Wc=ai.  En  g6n6ral,  le  terine  x,  qui  cn  a  p 
avant  lui,  csldgal  ä^»";  et  le  terme  y,  qui  en  a  p  apres  lui,  est 

6galä  — ;  donc  le  produit  xy=al. 

34G.  Produit  des  termes  d'une  Progression.  D6signons 
par  P  le  produit  des  termes  d'une  progression,  qui  commence 
par  a,  qui  finit  par  l,  et  dont  n  est  le  nombre  des  termes.  Nous 
avons : 

^z=abcd ikl. 

On  n'altere  pas  ce  produit  en  renversant  l'ordre  des  facteurs, 

et  en  6crivant : 

?  =  }ki dcba. 

Si  Ton  multiplie  ces  deux  produits  6gaux  Tun  par  l'autre,  en 
groupant  deux  par  deux  les  facteurs  de  meme  rang,  il  vient  : 

P»=(aO  {bk)  {ci) {ic)  (kb)  {la). 

Or  tous  les  produits  renfermes  entre  parenth^ses  sont  6gaux 
(o4o)  ä  al.  D'ailleurs  leur  nombre  est  celui  des  termes  de  la  pro- 
gression ;  donc  : 

P*=(aO"; 
d'oü  Ton  tire :  

?=^{al)\  [6] 

Ainsi,  le  produit  des  termes  d'une  progression  est  egal  a  laracine 
carree  d'une  pulssance  du  produit  des  extremes,  dont  l'exposant  est 
le  nombre  des  termes. 

347.    SOMME   DES   TERMES   d'UNE   PROGRESSION    PAR    QUOTIENT. 

D6signons  par  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  pr6c6- 
denle ;  de  sorte  que  Ton  a  ; 

S=a+6  +  c+d-l- -j-i-f-Ä  +  Z. 
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Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  6galit6  par  q,  on 
obtient : 

Sq=aq-\-bq-\-cq-^dq-{- ^iq-^kq-{-lq. 

JMais,  par  hypothese,  aq=b,  bq=c,  cq=d,....y  iq  =  k,  kq=ili 
j  donc  r^galite  prec6dente  devient : 

)  Sg  =  &  +  c  +  rf+ +k+l-{-lq. 

Si  Ton  suppose  q'>l,  et  qu'oii  retranche   S  de  Sg,  on  a  6vi- 
demment,  en  supprimant  les  termes  qui  se  d^truisent  : 

Sq — S  =  lq  —  a,    ou    S(g — l)  =  lq — ci', 

d'oü  S=^.  [7] 

q  —  l  ■•  -* 

Ainsi,  la  somme  des  termes  d'une  progression  croissante  par  quo- 
tient  se  forme,  en  mullipUant  ledernier  terme  par  la  raison,  en  re- 
tranchant  du  produil  le  premier  terme,  et  en  divisant  la  difference 
par  l'exces  de  la  raison  sur  Vunite. 

Si  l'on  suppose  ?«<  1,  onnepeut  plus  retrancher  S  de  Sg;  on 
retranche  alors  Sg  de  S,  et  Ton  a  : 

S  —  S5=a — Iq,     ou    S(l — q)^=a  —  lq\ 
d'oü  S  =  i^'.  [8] 

Ainsi,  la  somme  des  termes  d'une  progression  decroissante  se 
forme,  en  retranchnnt  du  premier  terme  le  prodv.it  du  dernier  par 
la  raison,  et  en  divisant  la  difference  par  Vexces  de  Vunite  sur  la 
raison. 

Mais  les  Conventions  faites  sur  les  nombres  n6gatifs  rendent 
cette  seconde  forme  equivalente  ä  la  premiere. 

Remarque.  Si  l'on  ne  connaissait  que  le  premier  terme  a,  la 
raison  q,  et  le  nombren  des  termes,  ilfaudrait,  pourfaireusage 
des  formules  prec^dentes,  commencer  par  calculer  le  dernier 
terme  l  ä  l'aide  de  la  formule  [2].  En  substituant  sa  valeur  dans 
les  formules  [7]  et  [8],  on  a  : 

548.  Limite  de  la  somme  des  termes  d'une  Progression 
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DECROissANTE.  La  (oniiule  [8],  qui  doiine  la  somine  des  tcmies 
(J'uiic  Progression  decroissanlc,  peut  sY'crire  : 


\-q        l-q 
Or,  si  le  nombre  des  lermes  va  en  augmentant  ind6finiinent, 

rexprcssion-j ,  qui  ne  dt^pend  que  du  premier  lerme  et  de 

la  raison,  eonserve  conslamment  la  inßme  valeur;  mais  le  pro- 
(liiii  i— ^,  compos6  d'un  facteuri  qui  ddcroltsans  limilc  (340), 

el  d'un  facteur  — ^^^ —  qui  reste  conslani,  peut  devenir  aussi  pclit 

l  —  q 
que  Ton  voudra.  Par  cons6quent  la  somme  des  termes,  lonjours 

inft-rieure  a- ,  peut  differer  de  t aussi  peu  queTonvou- 

1 — q   '  1  — q 

dra,  si  le  noinljre  des  termes  est  suffisamment  grand  :  en  d*au- 

tres  termes, est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme, 

lorsque  le  notnbre  des  termes  croit  indeüniment.  En  d6signant 
Celle  limite  par  «,  on  a  : 

s=-r-.  [11]. 

1 — q 

319.  Application.    Une  fraction  decimale  pöriodique  peut  etre  consid6r6e 
comme  une  progression  decroissante;  etla  formale  [11]  lui  est  applicable. 
Soit,  parexemple,  la  fraction  pdriodique 


0,3535303535. 


Si  on  la  s4pare  en  tranches  de  deux  chifTres,  ä  partir  de  la  virgule,  on  peut  la 
regarder  comtne  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'uae  progression  decrois- 
sante ä  Tinfini  : 

^3b^  .     35     .       35        ,  35 

"  100  *  lüooo  *  lüooüüü  '  lüOüüüoüo'  "■  ■' 

dontia raison  est  •— ■.  D'apres  la  formulc  [l]],  celte  limite  est  egale 
100 

100  ,     35 

ou  a 


i__L'  ^^' 

100 

ce  qui  est  precisement  le  resultat  qu'on  obtient,  en  arithmetique,  dans  la  thßoria 
des  fractions  periodiques. 
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EXERCICES. 

I.  Quelles  sont  les  progressions  par  difference  dans  lesquelles  la  somme  de 
deux  termes  quelconques  fait  parüe  de  la  progression  ? 

Ce  sont  Celles  dont  le  premier  terme  est  un  multiple  de  la  raison. 

II.  Quelles  sont  les  progressions  par  quotient,  dans  lesquelles  le  produil  de 
deux  termes  fait  partie  de  la  progression? 

Ce  sont  Celles  dont  le  premier  terme  est  une  puissance  de  la  raison. 

III.  Si,  dans  une  suite  de  nombres,  chacun  est  la  demi-somme  de  ceux  qui 
le  comprennent,  ces  nombres  forment  une  progression  par  difTerence.  Si  chacun 
est  mojen  proportionnel  entre  les  deux  qui  le  comprennent,  ils  forment  une 
progression  par  quotient. 

On  ramäne  imm6diatement  cet  enonc6  aux  definitions  (326  et  336). 

IV.  Dans  quelles  progressions  par  difference  existe-t-il  un  rapport,  indöpen- 
dant  de  n,  entre  la  somme  des  n  premiers  termes  et  la  somme  des  n  suivants? 

Ce  sont  Celles  oü  la  raison  est  double  du  premier  terme  (liv.  II,  chap.  vii, 
exerc.  1). 

V.  y/T,  v'F'et  /7  peuvent-ils  faire  partie  d'une  meme  progression  par  diffe- 
rence ou  par  quotient  ? 

Non.  On  s'appuiera  sur  les  n°'  330  et  34:3. 

VI.  Si  Ton  prend  la  suite  des  nombres  impairs  1,  3,  5,  7...,  et  qu'on  la 
separe  en  groupss,  dont  le  premier  ait  un  terme,  le  deuxieme  deux  termes,  le 
troisifeme  trois  termes,  etc.,la  somme  des  termes  d'un  memegroupe  estuncube. 

On  formera  le  premier  et  le  dernier  terme  de  n""  groupe,  et  on  appliquera 
la  formule  [6]  du  n"  333  :  on  trouveran'  pour  somme. 

VII.  Si  Ton  considöre  la  suite  1,  2,  4,  6,  8,  10. . . ,  la  somme  des  n  premiers 
termes  est  impaire;  et,  quand  on  ajoute  au  nombre  ainsi  obtenu  les  (re — 1) 
nombres  impairs  qui  le  suivent,  on  obtient  un  cube. 

On  trouve  pour  rösultat  n\  en  suivant  la  meme  marche. 

VIII.  Dans  une  progression  geometrique  de  six  termes,  la  difference  des 
termes  extrömes  est  plus  grande  que  cinq  fois  la  difference  des  termes  du  mi- 
lieu. 

On  exprime  le  rapport  des  deux  differences  en  fonction  de  la  raison,  et  Ton 
trouve  que  le  minJmuui  du  rapport  est  .5. 

IX.  On  forme  une  suite  de  termes  tels,  que  chacun  soit  la  demi-somme  des 
deux  precedents ;  connaissant  les  deux  premiers  termes  a,  b  de  cette  suite, 
trouver  de  quelle  limite  on  s'approche,  lorsqu'on  en  forme  un  nombre  de  plus 
en  plus  grand. 

^     ,.    .^  a  +  2b 

La  limite  est  — - — . 

X.  Soit  AB  une  ligne  quelconque  ;  on  marque  son  milieu  C,  puis  le  milieu  D 
de  CB,  puis  le  milieu  E  de  DC,  puis  le  mUieu  F  de  ED,  le  milieu  G  de  FE,  el 
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;iinsi  de  suiteindefiniment ;  trouvcr   de  quelle  limilo  los  points  C,  1),  E,  F,  G, 


/ 1- 


C  E    G    F        L)  U 

s'appiocluMt  de  plus  en  plus,  lorsqu'on  eii  marque  uii  nonibre  de  plus  en  plus 
graiid. 

Le  poinl  limite  est  au  tiers  de  AB,  ä  parlir  du  point  B. 

XI.  Trouvcr  la  limite  de  la  somine  des  fractions 

1  +  2       3      1^       

dont  les  numdrateurs  forment  une  progression  par  dilTörence,  et  les  d6nomi- 
natcurs  une  progression  par  quotient. 

On  dteompose  cellc  serie  en  plusieurs  progressions  geonaötriqucs  decrois- 
santes,  et  l'on  trouve  quela  limite  est  2. 

XII.  On  forme  la  suite  des  nombres 

I,     3,    6,     10,     15,    21,     etc., 

tels  quo  la  difTdrcnce  de  deux  termes  consöcutifs  va  sans  cesse  en   augmentant 
d'une  unit6  ;  trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  suite. 

On  trouve  que  le  n"«  terme  est  6gal  k — - ,  et  qua  la  somme  est  6gale  ä 

Ti[n+1)  (h  1-2) 
G 

XIII.  Dans  une  progression  par  quotient,  dont  le  nombre  des  termes  est  im- 
pair,  la  somme  des  carres  des  termes  est  egale  ä  la  somme  des  termes,  mul- 
tipliee  par  l'exces  de  la  somme  des  termes  de  rang  impair  sur  la  somme  des 
termes  de  rang  pair. 

On  forme  les  difTerentes  sommes  indiquees,  et  on  verifie  aiseraent  I'egalite. 

XIV.  Dans  une  progression  par  difference,  dont  les  termes  sont  entiers,  si  p 
est  un  nombre  premier  avet;  la  raison,  et  que  l'on  divise  p  termes  consecutifs 
par  p,  on  obtiendra  pourresles  tous  les  nombres  0,  1,  2,  3,...  (p  —  1). 

On  prouve  que  deux  restes  ne  peuvent  pas  etre  egaux. 

XV.  Un  trianglc  etant  donne,  on  form^  un  second  triangle  qui  ait  pour  cötös 
les  medianes  du  premier,  un  troisieme  triangle  avec  les  medianes  du  second, 
et  ainsi  ind6riniment.  Ca  demande  la  limite  de  la  somme  des  aires  de  tous  ces 
triangles. 

Gelte  limite  est  quatre  fois  l'aire  du  triangle  donnö. 
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CHAPITRE   II. 

THEORIE  ELEMEIVTAIRE  DES  LOGARITHMES. 

§  1.  Definition  des  logarithmes. 

330.  Definition.  —  Lorsque  Ton  considere  dcux  progres- 
sioiis,  l'une  par  quotient  et  commeiigant  par  l'unitt^,  l'autre  par 
differencfi  et  commeiiganl  par  zöro,  les  termes  de  la  seconde 
sollt  appcles  les  logarithmes  des  termes  qui  ont  Ic  mßme  rang 
d;ms  la  preniiere.  Ainsi,  soient  les  deux  progressions  : 


m   {« 


T^\:q:q^:q^:q'': iq"". :q": :r/:.. 

tÖ.  r.  2r.  3?'.4r mr iir pr. . . 


mr  est  le  logarllhme  de  5"'. 

Remarque.  —  Le  logarithme  d'un  nombre  considöre  isol6- 
ment  est  tout  ä  fall  arbilraire.  Si  Ton  demande  quel  est  le  loga- 
rithme de  3,  Gelte  question  ii'a  aucun  sens,  tant  qii'on  n'a  pas 
choisi  les  progressions  qui  definissent  le  Systeme  des  loga- 
rithmes dont  on  veut  parier. 

Dans  tous  les  systemes  le  logarithme  de  1  est  0. 

531 .  Extension  de  la  Definition.  —  D'apres  la  döfinition  pr6- 
c6dente,  iorsque  l'on  a  choisi  les  deux  progressions  qui  defi- 
nissent un  Systeme  de  logarithmes,  il  semble  que  les  nombres 
qui  ne  fönt  pas  parlie  de  la  progression  par  quotient,  n'ont  pas 
de  logarithmes ;  nous  allons  voir  comment,  en  6tendant  cette 
döfinition,  on  estconduit  ä  regarder  chaque  nombre  plusgrand 
que  l'unitö  comme  ayant  un  logarilhme. 

Goncevons  que  l'on  insere  entre  deux  termes  cons6cutifs  de 
chacune  des  progressions  [1]  un  möme  nombre  de  moycns; 
nous  obtiendrons  (331,  54ü)  deux  nouvcUcs  progressions,  com- 
mengant  encore  l'une  par  1,  l'autre  par  0,  et  dans  lesquelles  les 
termes  corrospondants  des  progressions  primitives  sc  corres- 
pondront  encore.  Nous  dirons  donc  que  les  termes  nouvelle- 
ment  mtroduils,  dans  la  progression  par  difference,  sont  les 
logarithmes  des  termes  de  mßme  rang,  introduits  dans  la  pro- 
gression par  quotient. 

Alg.  B,  I"  Partie  18 
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332.  TiiKOREME.  —  Pour  que  cetle  exlcnsion  de  la  döfinition 
soil  aclmissihlc',  il  f.uil  prouver  que,  si,  cn  iiiscianl  des  nombres 
difliSi  eiits  de  iiioyeiis,  oii  aini;ne  uii  inßine  iioinhrc,  de  deux  ma- 
ni^.res  dilTereiiles,  ä  faire  parlie  de  la  progression  par  quotient, 
on  Uli  Iroiivera,  des  deux  maniöres,  le  möine  logarithme. 

SuppüSüus  (jue  Ton  insöre  d'abord  (p — 1)  moyens  cntre  les 
termes  conseculifs  des  progrcssions  [l],  la  raison  de  la  progres- 
sion par  quotient  sera  (o4i),  \/q;  et  la  raison  de  la  progression 

v 
par  difftirence  sera  (329)  -.  En  sorte  que  le  terme,  de  rang 

{k-\-l)j  dans  la  premi6re,  sera  {\/q)  ;  et  le  terme  corrcspon- 

r 
dant,  dans  la  seconde,  sera  k-. 

P 
Supposons  maintenant  que  Ton  ins6re,  entre  les  termes  conse- 
culifs des  progressions  [1],  un  autre  nombre  (p'  —  l)  de  moyens; 
un  terme,  de  rang  {k'  -f  1),  dans  la  premii^re,  sera(v'9)*,  et  Ic 

T 

terme  correspondant,  dans  la  seconde,  sera  k'  -, 
Nous  voulons  prouver  que,  si  Ton  a  : 

,  r      , ,  r  k      k' 

onauraaussi:       k-  =  k —,.    ou    -  =  -7. 
P        P  P      P 

Si,  en  effet,  nous  ölevons  les  deux  membres  de  l'6galit6  [2]  ä 
la  puissance  pp',  nous  aurons  : 

{rqr'={rQr''\  ou  r=q-^-, 

et  cette  derniere  dgalit^  entraine  6videmmenl ; 

kp'=zk'p,     ou     -=— . 
'         ^  p     p 

Donc,  si  Ion  peut  introduire  un  mime  nombre,  de  deux  manüres 
differentes,  dans  la  progression  par  quotient^  on  lux  trouveraf  des 
deux  manieres,  le  meme  logarithme. 

335.  Theoreme,  —  Si  Von  calcule  des  logarithmes  en  inserant 
un  certain  nombre  de  moyens  entre  les  termes  conseculifs  des  deux 
progressions,  puis  que  Von  en  calcule  d'autres  en  inserant  un  auire 
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nombre  de  moyens ,  ces  divers  logarühmes  peuvent  etre  ^onsideres 
comme  faisant  partie  d'un  seid  et  meme  Systeme. 

Pour  le  proLiver,  remarquons  que  si ,  entre  les  termes  con- 
s6cutifs  de  la  progression  par  quofient,  on  insfere  d'abord  (p — 1) 
moyens,  puis  (p' —  1)  moyens,  tous  les  termes  obtenns,  dans  Tun 
et  l'autre  cas,  tont  parlie  d'iine  seuk;  et  möme  progression,  que 
Ton  oblienilrait  cn  inseranl  {pp' — 1)  moyens.  Eti  effel,  si  Ton 
insere  (pp' — 1)  moyens  entre  deux  termes  consecutifs  a  et  6 
d'une  progression,  le  terme  b  aura,  apres  cette  Insertion,  le 
(pp'-\-l)""  rang.  Si  donc,  dans  la  progression  ainsi  formee,  on 
compte  les  termes  de  p'  cnp',  ä  partir  da  second,  c'est-ä-dire 

le  (p'  +  l)"",  le  (2p'+i)"",  le  (Sp'-fl)"" ,  b  se  trouvera 

le  p"**  de  cette  suite.  Or,  g  etant  la  raison  de  la  progression 
nouvelle,  les  termes  ainsi  designes  sont  respectivement  egaux 

ä  aq^\  aq-"'',  aq^^' ;  ils  sont  donc  en  progression;  et  l'on 

peut  les  considerer  comme  formant  (p —  1)  moyens  entre  a  et  6. 
De  möme,  si  l'on  compte  les  termes  de  p  en  p,  ä  partir  du  se- 
cond, b  se  trouvera  le  p'""  de  celte  autre  suite;  et  ces  termes 
pourront  6tre  consid6res  comme  formant  {p'  —  1)  moyens  entre 
a  et  b. 

La  möme  remarque  s'applique  ä  la  progression  par  diffä- 
rence :  on  voit  donc  que  les  deux  systemes  obtenus ,  en  ins6rant 
s6parement  (p— 1)  moyens  et  (p' — 1)  moyens,  sont  compris 
dans  le  Systeme  unique,  qui  correspond  ä  {pp' —  l)  moyens. 

Par  exemple,  si  a  et  b  dösigaeat  deux  termes  consecutifs  quelconques  d'une 
progression  par  quotient  ou  par  did^rence,  et  que  l'on  insere  emre  a  et  b, 
d'abord  trois  moyens,  puis  ensuite  cinq  moyens,  de  maniere  ä  former  les  pro- 
gresnons 

o,      Ai,      Aj,      A3,       b, 

o,  Bi,    B2,   B3,    B«,  Bi,  b\ 

si  Ion  insere  ensuite  (4X6  —  1)  ou  23  moyens,  on  formera  une  progression 
nouvelle,  dans  laquelle  Ai,  Aj,  A3  figureront  aux  rangs  7,  13,  19,  et  B,,  Bj,  B3, 
B4,  Bj,  aux  rangs  5,  9,  13,  17,  21. 

354,  Theoreme.  —  On  peut  inserer,  entre  les  termes  consicutifs 
de  la  progression  par  quotient,  un  assez  grand  nombre  de  moyens, 
pour  que  deux  termes  consecutifs  quelconques  de  la  progression  nou- 
velle dilferent  aussi  peu  qu'on  voudra. 

En  efTet,  soit  q  la  raison,  et  soient  A  et  Xq  deux  termes  con- 
secutifs quelconques  de  la  progression  donnöe.  Si  Ton  ins6re 
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{m — 1)  moyens  entrc  ces  deux  tcrmcs,  la  raison  de  la  progres- 
sion  noiivcUc  sera  "s/q;  par  suitc,  doiix  (crines  cons6ciilifs  de 
colte  pi-ogression,  compris  cnlre  A  et  A7,  seront  ACs/q)  et 
^  (7  q)  *'.  et  It'ur  difTcrencc  sera  : 

Gomme  /c  est  infcrieur  a  m,  (y'ry)  est  införieur  ä  g;  la  difT6rence 
est  donc  plus  pclite  quo 

A7rv/7-i). 

Or,  quand  in  croit  indöfiniinent,  {'\/q  —  l)  tend  vers  z6ro.  Gar, 
pour  v6rilier  que  l'on  a,  pour  une  valeur  suflisammcnt  grande 
dem, 

qudque  petlt  que  soit e,  il  suflit  de  prouver  que  Ion  a,  dans  les 
mßmes  circoiistances  : 

y^<l  +  s,      ou      g<(l-|-£)-; 

et  cette  derniere  in6galit6  est  Evidente,  puisque  l'on  sait  (539) 
que  les  puissances  d'un  noinbre  plus  grand  que  1  croissent, 
saus  limites,  avec  leur  exposant. 

Ainsi  le  facteur  {"s/q —  l)  tend  vers  z6ro;  d'ailleurs  le  facteur 
Ag  est  fixe  :  doncle  produit  A</ (y/'g  —  l)  peutdevenir  aussi  petit 
que  Ton  voudra,  si  l'on  donne  ä  m  une  valeur  suffisamment 
grande;  et  il  en  est  de  meine,  a  fortiori,  de  la  diiference  con- 
sider6e. 

5od.  Remarque.  —  II  rösulte  du  th^or^me  (3ö4},  qua  les 
nombres  donl  les  logarilhmes  sont  definis  dans  les  paragraphes 
pröc.edents,  croissent  par  degres  aussi  rapproches  que  l'on  veut. 
Si  l'on  se  bornait  cependant  ä  celle  delinilion,  il  y  aurait  une  i 
infmile  de  nombres  qui  devraient  etre  regardes  connnc  n'ayant 
pas  de  logarilhmes.  On  sait,  par  exemple  (544),  que,  quel  que 
soit  le  nombre  des  moyens  ins6r6s  entre  les  termes  de  la  pro- 
gression  par  quolient, 

^1:10:100:1000 , 


I 


aueun  de  ces  moyens  n'est  commensurable.  Tous  les  nombres 
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commensurables  peuverit,  au  contraire,  s'introduire  comme 
moyens,  dans  la  progression  par  dlfTörence, 

^1.2.3.4.5.... 

Par  consöquent,  dans  le  Systeme  de  logarithmes  qua  d^ßnissent, 
ces  deux  jjrogressions,  les  nombres  commensurables  qui  ne  sont 
pas  entiers,  sont  tous  des  logarithmes  de  nombres  incommensurables, 
et  les  nombres  commensurables  qui  ne  sont  pas  des  puissances  de  10, 
nepouvant  pas  faire  partie  de  la  progression  par  quotient,  devraieni 
etre  regardes  comme  n'ayant  pas  de  logarithmes. 

oi56.  Definition  des  logarithmes  des  nombres  qui  ne  peuvent 

PAS  faire  PARTIE  DE  LA  PROGRESSION  PAR  QUOTIENT.  —  Quaild  Uli 

nombre  ne  peul  pas  elre  inlroduit  dans  la  progression  par  quo- 
tient, son  logarilhme,  qui  ne  peut  6lre  commensurable  (333), 
se  d6finit  de  la  maniere  suivante  : 

Le  logarithme  d'un  nombre  N,  qui  ne  peut  pas  faire  partie  de  la 
progression  par  quotient,  est  plus  grand  que  les  nombres  commen- 
surables qui  sont  les  logarithmes  de  nombres  inferieurs  ä  N,  et  plus 
petit  que  les  nombres  commensurables  qui  sont  les  logarithmes  de 
nombres  superieurs  ä  N. 

Par  exemple,  dans  le  Systeme  d6fini  par  les  progressions  du 
n"  533,  le  nombre  37  ne  peut  pas  faire  partie  de  la  progressior 
par  quotient.  Pour  definir  son  logaritbme,  concevons  que  Ton 
insere  enire  10  et  100  un  nombre  considerable  de  moyens  par 
quotient,  et  cnlre  1  et  2  le  möme  nombre  de  moyens  par  diffe- 
rence;  on  trouvera,  dans  la  progression  par  quotient,  deux 
termes  consecutifs  qui  coraprendront  37,  et  dont  les  loga- 
ritbmes  commensurables,  tres-peu  difförents  Tun  de  l'aulre, 
comprendront,  par  döfinition,  le  logarithme  de  37.  La  valeur  de 
ce  logarithme  sera,  d'ailleurs,  parfailemcnt  determinöe  :  car 
eile  sera  la  limite  commune,  vers  laquelle  convergeront  les 
logarithmes  des  deux  nombres  qui  comprennent  37,  lorsque  le 
nombre  des  moyens  ins6r6s  croitra  indeüniment. 

537.  Theoreme.  —  II  resulte  de  tout  ce  qui  precMe,  que 
tout  nombre,  plus  grand  que  l,  a  U7i  logarithme» 


27S  LIVRE  IV. 

§  II.  G6n6ralites  sur  les  nombres  incommensurables. 
OOlJ.  Di'FINITION  GENKUALE  DES  NOMDRES  INCOMMENSURABLES. — 

Nüus  veiioiis  {öoü)  de  dt^fiiiir  le  logaiilhme  d'un  noinbre,  en 
disanl  (lucls  soiil  Ics  nombres  cominensiiiablcs  qni  soiil  plus 
granils  quc  kii,  et  qiiels  sont  ceu\  (jui  soiil  plus  pelils  (jue  lui. 
Gelle  inaniere  est  le  moycn  ordinaire  de  döliiiilion  pour  les 
nombres  iiicoinmcnsiirables.  Quelques  explicalions  sur  ce  sujel 
nc  seroni  pas  iniililes. 

II  existe  des  grandeurs  qui  n'ont  pas  de  commune  mesure. 
On  saif,  par  oxemple,  que  la  diagonale  d'un  carre  n'a  pas  de 
comnuine  mesure  avcc  son  c6l6;  il  en  est  de  möiue  de  la  diago- 
nale d'un  cul)e  et  de  son  arcle.  Dans  ce  cas,  le  nipport  des  dcux 
grandeurs  ne  peut  6tre  repr6bent6  par  aucun  nombre,  enticr 
DU  fraelionnaire  :  on  dit  qu'il  est  incommensurable. 

Pour  dödnir  un  nombre  incommensurable,  on  ne  peut  qu'in- 
diquer  commcnl  la  grandeur  qu'il  exprime  peut  se  former  au 
moyen  de  l'unitö.  Veut-on,  par  exemple,  döfinir  \/2,  nombre 
incommensurable  qui  represenle  une  grandeur  bicn  determinee, 
savoir  la  longueur  de  la  diagonale  du  carre  construit  sur  un 
cöt6  ögal  ä  l'unite?  On  dira  qu'un  nombre  est  plüs  grand  ou 
plus  petit  que  v/~  selon  que  son  carre  est  plus  grand  ou  plus 
pelit  que  2.  El,  cela  pose,  apres  avoir  adople  une  certaine  unit6 
de  longueur,  on  rcgardera  tous  les  nombres  comme  expriniant 
des  longueurs  porlees  surunem6me  lignedroile,  dans  le  möme 
sens,  ä  parlir  d'une  meme  origine.  Une  portiou  de  cette  ligne 
recevra  les  extr6mit6s  des  longueurs  mesur^es  par  des  nombres 
moindres  que  v/2;  et  une  aulre  portion  recevra  Celles  des  lon- 
gueurs mesurces  par  des  nombres  |)lus  grands  que  \/2.  Entre 
ces  deux  rögions,  il  ne  pourra  exisler  aucun  intervalle  d'elen- 
due  finie;car  les  nombres  de  l'une  des  series  dillerent,  aussi 
peu  qu'on  veut,  des  nombres  de  l'autre.  II  n'y  aura  donc  entre 
elles  qu'un  poiiit  de  demarcation;  et  la  dislance  ä  laquelle  ce 
pointse  trouve  de  l'origine,  est,  par  döfinilion,  mesur6e  par  \f2. 

Nous  nous  sommes  born6s  ä  definir  la  grandeur  dont  s/2  est 
la  mesure.  Ei^  en  effet,  il  ne  parait  pas  pnssible  de  dt^fiuir  direc- 
temenl  un  nombre  abstrait.  Si  l'on  röllecbit  aux  d6ilnitions 
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donnöes,  m6me  dans  les  cus  simples  des  nombres  entiers  et 
fracUonnaires,  on  verra  qu'elles  ne  sorit  qiie  l'indicalion  de 
ro[)6ration  ä  l'aide  de  laquelle  la  grandeur,  dont  ils  soiil  la 
mesure,  d^rive  de  l'unile. 

6o9.  Addition  et  soustraction.  Ajouter  ou  soustraire  des 
nombres  incom mensurables,  c'est  Irouver  un  nombre  expri- 
mant  la  somme  ou  la  difference  des  graadeurs  que  mesurent 
les  nombres  proposös. 

560.   MuLTiPLiCATioN.   Si  Ic  multiplicateiir  est  commensu- 

rable,  il  n'y  a  aucun  changement  ä  apporter  ä  la  d(^rinitlon. 

Ainsi,  multiplier  \/2  par  7,  c'est  trouver  un  nombre  exprimant 

une  grandeur  7  fois  plus  grande  que  celle  qu'exprime  \/2.  Mul- 

—  3 

tiplier  ^2  par  -,  c'est  trouver  un  nombre  exprimant  une  gran- 

3  _ 

deur  ögale  aux  -  de  celle  que  mesure  v^2. 

Mais  si  le  muliiplicateur  est  incommensurable,  11  faut  une 
d6finition  nouvelle.  Nous  appellerons  produit  d'un  nombre  A 
par  un  nombre  incommensurable  B,  un  nombre  moindre  que 
le  produit  de  A  par  un  nombre  coinmensurable  quelconque 
superlenr  ä  B,  et  plus  grand  que  le  produit  de  A  par  un 
nombre  commensurable  quelconque  moindre  que  B. 

5G1,  Division.  Diviser  un  nombre  A  par  un  nombre  B,  c'est 
trouver  un  Iroisieme  nombre  qui,  multipli6  par  le  diviseur  B, 
reproduise  le  dividunde  A.  Cette  d^finilion  s'applique,  quels 
que  soient  les  nombres  A  et  ß,  commensurablcs  ou  iacommen- 
surables. 

562.  Racines.  La  racine  m"^  d'un  nombre  incommensurable 
est  un  nombio  qui,  pris  m  fois  comrae  l'acleur,  donne  un  pro- 
duit 6gal  au  nouibre  propos6. 

On  voit  que  la  seulc  0[)eration  qui  cxlge  une  döfinition  v^rita- 
blement  nouvelle,  est  celle  de  la  multiplication;  toulcs  lesaulies 
se  rattachenl  a  celle-lä. 

5C5.  Theoreme.  On  peut  toujours  Irouver  deux  nombres  com- 
mensurableSy  ayant  une  di/fercnce  aussi  pctite  qu'on  le  voudra,  ei 
qui  comprennent  entre  eux  un  nombre  incommensurable  donne. 
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Ell  clTcl,  soll  n  Uli  iiombic  entier  quelconque;  si  Ton  consi- 
düie  lii  suitc : 

12        3       4        5 

^'     n'     n'     n'     n'     ?1'"**' 

on  voit  que  ses  ternies  augmentent  saus  limite ;  coinme  ils  coni- 
menccnt  ä  z6ro,  le  iiombre  incommcnsurablo  doiinc,  qucl  qu'il 
soit,   est   nöcessairemeiit   compiis   entre   deux    d'enlrc   cux, 

-  et  ^^i— .  Et  Ton  i)eiit  nrcndre  n  assez  grand  pour  que  leur 

n  n 

difT(5rence,  qui  est  -,  soit  aussi  petite  que  Ton  voudra. 
3C4.   Extension  des  theoremes  demontres  four  leb  nom- 

BRES  COMMENSURABLES,  AU  CAS  DES  KOMBRES   INCOMMENSURABLES. 

Le  Ihi^oreme  prec6dent  permet  evidemuient  d'^leiidre  aux  iioiii- 
bres  incominensurables  les  tböorämes  suivanls,  qui  ont  616  d6- 
monlr^s  pour  les  iioinbres  couimensurables. 

1»  Dans  un  produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  intervertir 
Vordre  des  facleurs. 

2°  Pour  multiplier  un  nombre  par  le  produit  de  plusieurs  fac- 
leurs, onpeut  le  multiplier  successivcment  par  ces  divers  facleurs. 

3°  Pour  muliiplier  un  produit  par  un  nombre,  il  sußit  de  mul- 
tiplier un  de  ses  facleurs  par  ce  nombre. 

4°  Pour  multiplier  un  produit  par  un  autre,  il  suffit  de  former 
un  produit  unique  avec  les  facleurs  du  multiplicande  et  ceux  du 
multiplicaleur. 

5°  Pour  multiplier  deux  puissances  dun  meme  nombre^  il sußl 
d'ajouter  les  exposants. 


§  III.  Propnötes  des  logarithmes. 

565.  Theoreme  I.  Le  logarithme  d'un  produit  de  deux  facteurs 
est  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs. 
Soient  les  deux  progressions  : 


ii  liglg""  :q^  : :  $"• :  ry" . . . . , 

T  0  .  r  .  2r  .  3r mr. . . .  :  nr. . . . , 


[1] 
qui  ddfinissent  un  Systeme  de  logarithmes.  Les  termes  de  la  pre- 
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mlero  soiit  Ics  piiissanccs  successives  de  la  raison  q\  ceux  de  la 
seconde  sont  les  multiples  consecutifs  de  la  raison  v. 

Si  Ton  mulliplie  Tun  par  l'autre  deux  termes  de  la  progression 
par  quotient,  5"*  et  9",  on  aura  un  prodiiit  Q'"+"qui,  evidem- 
menl,  est  le  (»j -}-n-f- 1)™'  lerme  de  la  mßme  progression;  si 
j'on  ajoute  les  logarilhraes  de  5*"  et  5",  qui  sont  mr  et  ?»",  on 
aura  nne  somme  (m  +  ?i)r,  qui  est  cvidemmenl  le  [m-\-n -\- 1)""' 
lerme  de  la  progression  par  difference,  et,  par  consequenl,  le 
logarilhme  de  5'"+'';  la  proposition  est  donc  d6montr6e. 

366.  Generalisation.  La  dömonstration  precedente  supposc 
que  les  nombres  considercs  fönt  partie  de  la  meme  progression 
par  quotient.  Elie  est  en  defaut  pour  les  logarilhmes  incom- 
raensurables  döfinis  (5o6).  Pour  demontrer  que,  dans  ce  cas,  la 
proposition  est  eiicore  exacte,  remarquons  que,  si  l'on  donne 
deux  nombres  quelconques  TS'  et  N',  on  peul  toujours  inseror 
dans  les  progressions  assez  de  moyens,  pour  que  les  termes 
croissent  par  degres  insensibles,  et  que,  par  consequent,  il  s'y 
trouve  deux  termes  Ni  et  N'i,  qui  difTerent,  aussi  peu  qu'on  le 
voudra,  de  N  et  de  N'.  Or  on  aura  (56o) : 

log  (N,  X  N'O  =  log  N,  +  log  N',. 

Le  Premier  membre  differe,  aussi  peu  que  Ton  veul,  de 
log(NxjS'),  et  le  second,  aussi  peu  que  Ton  veut,  de 
logN  +  logN';  il  est  donc  impossible,  que  log(NXN')  et 
logN-j-logN'  aient  une  dilference  d^lerminee  quelconque; 
par  consequent,  ces  deux  quantites  sont  egales.  G'est  ce  qu'il 
falJait  dömontrer. 

367.  Extension  au  gas  de  plus  de  deux  facteurs.  Leihco- 
reme  precedent  s'slend  ä  un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Soit, 
par  exemple,  un  produit  de  quatre  facteurs  abcd;  on  a  6videm- 
ment: 

[1]  log  (abcd)  =  log  (abc  X  d)  =  log  (abc)  -\-  log  d 

=  log  {ab)  +  log  c  +  logd  =  log  a -f  log ö  +  log  c  -|-  log  d. 

568,  Theoreme  II.  Le  logarilhme  d'une  puissance  entiere  et  po- 
sitive d'un  nombre  est  le  produit  du  logarilhme  du  nombre  par  l'ex- 
posant  de  la  puissance. 
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C(>  llii'^oröme  est  iitie  cons^quence  du  pr6c6dcnt.  Soit,  en  eflet, 
a*  la  puissaiice  coiisidt'r(''c;  on  a  : 

log a^=-  Ion  {aXaXaXa) 

=  log  a  +  log  a  -f-  log  a  -|-  log  a  =  4  loga. 

La  dt^nionstralioii  s'applique  evidomnii'nl,  quel  que  soit  l'ex- 
posiint  eiilicr  ol  iiosilif. 

Ainsi,  log  0"*  =  m  log  a.  [2] 

r^OO.  Theobeme  III.  Le  logarithme  d'un  quotient  est  egal  au  loga- 
rühme  du  dividendc,  moins  celui  du  diviseur. 

Soient  un  quolient  r,  que  je  designerai  par  q]  on  aura : 

a=bxq', 
done:  logo  =  logö  + logg^; 

d'oü:     log 9  =  loga  —  logö,    ou    log- =  log«  — log ft.    [3] 

Remarque.  On  suppose,  dans  le  th^or^me  prec6dcnt,  que  le 
quotient  r  est  plus  grand  que  1;  car  les  logarilhmes  des  nom- 
bres  plus  grands  que  1  ont  seuls  et6  dcünis  jusqu'ä  prescnt. 

570.  Theoreme  IV.  Le  logarithme  d'une  racine  d'un  nombre  est 
egal  au  logarithme  du  nombre  divise  par  Vindice  de  la  racine. 

Soit  la  racine  "\Ja^  que  jo  designö  par  r;  on  a ,  par  definition  : 

a^^r"^, 
d'oü  Ton  conclut  (ÖCO) : 

loga  =  ??i  log  r; 
et,  par  suite, 

logr  = ,     ou    logi/a= .  [41 

571.  Remabquk.  Les  quatre  thi^oremtspr^'cödfntsmontrent, 
qu'une  mulUplication  de  plusieurs  facleurs  pciit  elre  reinplacte 
par  Vaddilion  de  leiirs  logarilhmes;  nne  division,  par  la  sous- 
traction  de  deux  logarilhmes;  une  formation  dr  piässance,  par  la 
mulUplication  du  logarilhme  du  nomhre  par  l'exposant;  et  enfin, 
une  extraction  de  racine,  par  la  division  du  logarilhme  du  nombre 
par  Tindicc  de  la  racine. 

Mais  il  faul,  pour  profiter  de  ces  simplificalions,  avoir  une 
table  de  logarilhmes.  et  savoir  y  trouver  le  logarithme  d'un 
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nombre  donn6,  et  le  nombre  correspondaiit  ä  un  logarillmie 
donne. 


§  IV.  Construction  et  disposition  des  tables  de  logarithmes. 

572.  Logarithmes  vulgaires.  Dans  les  caiculs  numeriques, 
on  eniploie  exclusivement  le  Systeme  de  logarilhraes  defini  par 
les  deux  progressions : 

ir    :  10  :  100  :  looo  :  loooo  :  loüooo  : 

vO.l.2.3.4.        5  

Dans  ce  Systeme,  une  puissance  de  10  a  poiir  logarithme  son  ex- 
posant.  Gar,  le  logarithme  de  10  etant  1,  on  a  : 

log  ]  0"  =  m  log  1 0  =  m. 

Les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres,  entiers  ou  fraclion- 
naires,  sont  incommensurables  (3«53). 

373.  Caracteristiqüe.  On  nomme  caracteristique  du  loga- 
rithme d'un  noinbre  la  parlie  enliöre  de  ce  logarilhme.  Les 
nombres  compris  entre  1  et  10,  c'est-ä-dire  ayant  une  partie 
enliere  composee  d'un  seul  chiffre,  ont  pour  logarilhmes  des 
nombres  compris  entre  0  et  1;  la  caracteristique  est  zero.  Les 
nombres  compris  enlre  10  et  100,  c'est-ä-dire  ;iyant  une  parlie 
euliere  compos6e  de  deux  chiffres,  ont  des  logarilhmes  compris 
entre  1  et  2 ;  la  caracteristique  est  1.  En  gcneral,  les  nombres 
compris  entre  10"~*  et  10"  ont  ime  partie  enliere  compos^o  de 
n  chiffres ;  et  leurs  logarithmes,  6tanl  compris  entre  (n  —  1 )  et  n, 
ont  pour  caracteristique  (n  —  1). 

Donc  la  caracteristique  du  logarithme  d\in  nombre  contient  au- 
tant  d'unites  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  partie  entiere  du  nombre, 
riwins  un. 

374.  Theoreme.  Lorsqu'on  multiplie  ou  quon  divise  un  nombre 
par  une  puissance  de  10,  la  partie  dicimale  de  son  logarithme  n'est 
pas  allvrce;  mais  la  caracteristique  est  augmentee  ou  diminuee  d'au- 
lant  d'unites  qu'il  y  en  a  dans  Vexposanl  de  la  "^uissance. 

En  eilet,  on  a  (5lJo  et  öGti)  : 

log  (a  X  lö'')  =  loga-|-log  lO^^Ioga-f  n; 
et  (3G9) :        log  j^  =  log  a  —  log  10"=  log  a  —  n. 
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57i5.  CoNSTRUCTiON  DES  TABLES.  Oll  110  Cfilcule  et  on  ii'insci'it 
(laus  les  lables  quo  Ics  logarithinos  dos  nombrcs  onliers.  Coiniue 
tous  cos  loj;arilliiiios  sonl  incüiniuoiisiiiahlos  (olio),  on  iio  jjoiiI 
les  calculor  qu'avec  une  cortaiiio  approximalioii ;  on  se  con- 
tenle,  on  g^iiö'ral,  des  sepl  ou  huil  proiiiioros  dooiiiiales. 

Ladeliiiilion,  quo  nousavons  doiinöc(öoO),  cunduil  ä  lavalour 
approcliöo  du  logaiitluue  d'uu  nouibro.  Gai-,  si  l'uu  iusere  daus 
les  progrcssions  uu  uombro  cousidörahle  de  uioycus,  il  y  aura 
dcux  teriuescons6culifs  de  la  progression  par  quotient,  qui  com- 
preudrout  le  nouibrc  dounö,  et  dout  les  logarilhmes  seront  des 
valours  appiocböos  de  son  logarilhnie, 

Mais  ce  proc6d6  serait  fort  long  et  Ir6s-p6nible ;  et  nous  allons 
montrcr,  par  un  exeuiple,  combion  il  exigorait  d'opörations.  On 
donne,  d'ailleur.s,  daus  la  soconde  parlie  de  l'algebre,  pour  le 
calcul  des  logarithmes,  des  melbodes  beaucoup  plus  rapides. 

ExEMPLE.  On  demande  le  logarithme  de  1855. 

Comme  1855  est  compris  entre  1000  et  10000,  son  logarittime  est  compris 
entre  3  et  4.  Si  l'on  insöre  un  moyen  enlre  1000  et  10000  dans  la  progression 
par  quotient,  et  un  moyen  entre  3  et  4  dans  la  progression  par  diderence,  on 
trouve 

o=V  1000X10000  =  3162,27766 

pour  valeur  du  premier,  et  3,5  pour  valeur  du  second.  Ainsi  ' 

3,5  =  log  a=  log  3162,27766. 

Comme  1855  est  compris  entre  1000  et  o,  son  logarithme  est  compris  entre 
3  et  3,5.  Si  Ton  insere  un  moyen  entre  1000  et  a  dans  la  progression  par  quo- 
tient, et  un  moyen  entre  3  et  3,5  dans  la  progression  par  difference,  on  trouve, 
pour  le  premier, 

b=:V^lÜü0a  =  1778,2794, 

3+35 
et  pour  le  second,  - — —-^    ou      3,25 

Ainsi:  3,25=  l:g  5  =  log  1778,2794. 

Comme  1855  est  compris  entre  o  et  b,  son  logarithme  est  compris  entre 
3,25  et  3,5.  Si  l'on  insere  deux  nouveaux  moyens,  on  trouve,  en  designant  le 
premier  par  c  : 

3,375 =logv/öB=  log  2371,3737  =  log  c. 

De  möme,  comme  1855  est  compris  entre  b  et  c,  son  logarithme  est  compris 
entre  3,25  et  3,375.  Une  nouvelle  Operation  donne  : 

3,3125  =  log  \fbc=log  2053,5250  =  logd. 
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Ea  continuant  ainsi  les  calculs,  on  forme  le  tableau  suivant : 

3,5  =  log  a  =  log  31C2,  27766 

3,25  =:  log  yjmöä'— log  b  =  log  1778  ,  2794 

3,375=log  y/öö  =  log  c  =  log  2371,  3737 

3,3125  =  log  y/fec"  =rlog  d  =  log  2053  ,  5250 

3,28125  =  log  yjbd  =log  e  =  log  1910,  95294 

3,265625  =  log  \/b7  =log  f  =  log  1843,  42296 

3,2734375  =  log  ^J7f  =log  g  =  log  1876,  8843 

3,26953125  =  log  \/'f^  =log  h  =  log  1860,  0784 

3,26757812  =  log  yZ/T  =log  i  =  log  1851 ,  7321 

3,26855469  =  log  \JM  =\og  k  =  log  1855,  9005 

3,26806641  =  log  y/Tfe  =log  l  =  log  1853,  8151 

3,26831055=  log  \/kl  =Iogm  =:  log  1854,  8575 

3  ,26843262  =  log  '^'km  =log  7i  =  log  1855,  3789. 

En  comparant  d'une  part  n  et  m,  et  de  l'autre  k  et  m,  on  a  • 

n=  1855,3789  &=  1855,9005 

m=  1854,8575  m=  1854,8575 


d'oü  :  n  — m=       0,5214,      k  —  m=       1,0430; 

et  l'on  voit  que  (71  —  m)  est  ä  peu  pres  la  moitiö  de  {k  —  m). 
Ea  comparant,  en  meme  temps,  d'une  part,  log  n  et  log  m,  de  l'autre,  log  k 

et  log  m,  on  a  : 

log  n=  L^26843262  log  k  =  3,-iG855469 

logm=  3,26831055  logm  =  3,26831055 

d'oü  log  n— Iogm=0,00ül22ü7,        logA-  —  log??i=  0,00024414; 

et  l'on  voit  que  (log  n  —  log  wi)  est  la  moitie  de  (log  k  —  log  vi) .  Ainsi ,  les  diff6- 
rences  entre  les  nombres  sont  entre  elles  comme  les  difförences  entre  leurs 
logarithmes.  Si  l'on  admet  que,  pour  des  nombres  aussi  rapproches,  ce;te  pro- 
portion  soit  exacte,  on  en  conclura  imm6diatement  le  logarithme  de  1855.  On 
dira,  en  effet  :  si  pour  une  difference  entre  n  et  m,  egule  h.  0,5214,  i!  y  a,  entre 
leurs  logarithmes,  une  difference  egale  ä  122Ö7  unites  du  huitieme  ordre, 
quelle  sera,  pour  une  difference  de  0,1425  entre  1855  et  1854,  8575,  la  diffe- 
rence X  des  logarithmes?  et  l'on  trouvera  : 

122nTx  142o  _  gg^g  ^^.^^^  ^^  g^  ^^^^^^ 


5214 

En  ajoutant  ce  nombre  au  logarithme  de  m,  ona  : 
log  1855  =  3,26834391. 

576.  Disposition  des  tables  de  logarithmes  de  Callet.  La 
premiere  table  est  toule  simple ;  eile  conlienl  les  nombres  ciitiers 
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«lr|uiis  1  jiis<iir.\  1200,  (lispnses  suivant  Iciir  ordre,  en  pliisicurs 
CüloiiMcs,  au  haut  clfS(iii('ll('s  ou  voll  la  Icllrc  N,  iiiilialc  du  luot 
nombrc;  ä  tcMö  v\.  ä  droile  de  ces  coloniii's,  oa  en  reniai(|ue 
d'autrcs,  au  liaul  desquellcs  est  t'cril  Log.,  initiales  du  niol 
logariihtnc ;  de  nianiiire  (juc  cliaque  colonne  de  notnbrcs  est 
ininiedialenu'iit  suivie  U'une  colonne  de  logarillinies,  et  (lue 
chaque  loyarillune  est  plac6  ä  droite  et  dans  l'alignenicnl  du 
nonihre  auquel  11  apparticnt.  On  n'a  pas  mis  de  caraclörislique 
aux  logarilhuies,  purce  qu'on  la  connalt  ais6inenl  ä  la  seule 
inspeclion  du  nombrc  (575).  Chaque  logarilhme  est  donn6  avec 
huit  decimales. 

Gelte  lieble  est  nomm6e  Chiliade  I,  parce  qu'en  e(Tot  eile  con- 
tienl  les  logaritlnnes  du  premier  inille.  {Chiliade  est  un  niot  gree 
francisc,  qui  si^iiilie  assemblage  de  niille  uniles.) 

Les  tables  suivanles  sout  un  peu  plus  compos^es  :  elles  s'(3ten- 
denl  (lepuis  1020  jusqu'ä  108000.  La  preniiere  colonne,  qu'on  y 
remarque  vers  la  gauche,  et  qui  est  intitiilee  N,  conlient  les 
nombres  enliers  depuis  1020  jusqu'ä  10800.  La  coloinie  sui- 
vante,  marqn6e  0,  ofTre  les  paities  decimales  des  logarithmes 
qui  appaitiermenl  ä  ces  nombres;  en  sorle  que  Tassembiage  de 
ces  deux  colonnes  forme  la  suite  de  la  table  premierc  et  donne 
sur-le-champ  les  logarithmes  des  nombres  depuis  1020  jus- 
qu'ä 10800.  Gliacun  de  ces  logarillimes  n'a  que  sept  decimales. 

Si  Ton  observe  la  colonne  intitulc^eN,  on  remarque  que  les 
nombres  qui  la  composent  ne  sont  pas  tous  ecrits  en  (otalit6; 
les  deux  derniers  chifTres  ä  droite  de  chacun  d'eux  sont  seuls 
inscrils  ä  leur  rang;  quant  aux  autres,  on  ne  les  voit  indiqußs 
qu'unc  fois  sur  cinq.  Mais  il  est  facile  de  les  r6tablir,  ä  la  lecture. 

Si  l'on  observe  la  colonne  marquee  0,  on  voit,  vers  la  gauche 
de  Celle  colonne,  cerlains  nombres  isolös,  de  Irois  chiffres  cha- 
cun, qui  vonl  loujours  en  augmenlant  d'une  unite,  et  qui  ne  sont 
pas  ä  des  dislances  toul  ä  fait  egales  les  uns  des  autres.  Vers  la 
droite  de  la  möme  colonne  sont  des  nombres,  de  quatre  chifTres 
chacun,  qui  ne  laissenl  point  d'intervalle  enlre  eu\;  en  sorte 
qu'on  pourrailcroire  que  cerlains  logarillimes  n'ont  que  quatre 
chiffres,  landis  que  d'autrcs  en  ont  sept. 

Mais  qu'on  ne  s'y  Irompe  pas;  chaque  nombre  isol6  est  cens''' 
6cril  au-dessous  de  lui-meme,  et  vis-ä-vis  chacun  des  nombres 
<3e  qualre  chiffres  qui  sont  dans  la  m6me  colonne,  aulant  de  fois 
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qu'il  est  n^cessairc  pour  que  chaque  ligne  soit  reniplie  :  lors 
donc  qu'on  ne  Irouve,  vis-ä-vis  un  certain  iiombro,  que  quatre 
chiffres  dans  la  colonne  marqu6e  0,  il  faut  öcrire,  vers  la  g.iuche 
de  ces  quatre  chiffres,  le  nombre  isol6  de  trois  chiffres  le  plus 
prochain  en  montant.  Au  delä  de  10000.  les  nombres  isoles  ont 
quatre  (igures,  et  les  iogarithmes  ont  huit  ddcimales. 

Lorsque  deux  nombres  sont  d^cuples  Tun  de  l'autre,  leurs 
Iogarithmes  ont  pour  difference  le  logarithme  de  10  qui  est  1, 
et,  par  consequent,  leur  partie  decimale  est  la  meme  (374).  Ainsi 
rassembl.ige  des  deux  premierescolonnes,  donl  nous  venons  de 
parier,  donne  aussi,  de  dix  en  dix,  les  Iogarithmes  des  nombres 
compris  entre  10200  et  108000.  Pour  trouver  les  Iogarithmes 
des  nombres  intermediaires,  il  faut  avoir  recours  aux  colonnes 
marquees  1,  2,  3,  4,  etc.  Ces  colonnes  contiennent  les  quatre 
dernieres  d^cimales  des  Iogarithmes  des  nombres  termines  par 
les  chifTres  qui  sont  en  tete  de  ces  colonnes.  Ainsi  la  colonne 
marqu^e  0  contient  les  quatre  dernieres  döcimales  des  Ioga- 
rithmes des  nombres,  compris  entre  10200  et  108000,  qui  sont 
terminees  parun  zero,  eten  outre  les  nombres  isoles  dont  nous 
avons  parle ,  et  qui  sont  aussi  cens6s  plac6s  ä  la  gauche  des 
chiffres  que  contiennent  les  autres  colonnes.  La  colonne  mar- 
quee  1  contient  les  quatre  derniers  chiffres  des  Iogarithmes  de 
tous  les  nombres  termin6s  par  1 ;  la  colonne  marquee  2,  ceux  des 
Iogarithmes  de  tous  les  nombres  termines  par  2 ;  la  colonne 
marquee  3,  ceux  des  Iogarithmes  de  tous  les  nombres  termi:i6s 
par  3;  et  ainsi  de  suile  jus'iiu'ä  9.  On  a,  par  ce  moyen,  une  table 
ä  double  entroe,  dans  laquelle  on  consuite  d'abord  la  premiere 
colonne,  marqu6e  N;  et,  lorsqu'on  y  a  trouve  les  quatre  Pre- 
miers chilfres  du  nombre  dont  on  veut  avoir  le  logarithme,  on 
suit  de  l'ceil  la  ligne  sur  laquelle  ils  se  trouvent,  jusqu'ä  ce  qu'on 
£0itarriv6äia  colonne  au  haut  de  laquelle  se  Irouve  lecinquieme 
Chiffre  du  nombre  donne;  alors  on  a  sous  les  ycux  les  quatre 
derniers  chiffres  decimaux  du  logarithme  cherche.  Quant  aux 
trois  Premiers,  ils  sont  exprim6s  par  le  nombre  isole  qui  se 
trouve,  dans  la  seconde  colonne,  le  plus  prochain  en  montant. 
La  derniere  colonne  contient  les  differences  des  Iogarithmes 
de  deux  notnbres  conseculifs  de  cinq  chiffres  et  les  parties  de 
cesditlörences,  c'est-ä-direlesproduilsdc  ces  mömes  differences 
muUipli^es  par  -^^  -^,  -i^.^  etc.,  jusqu'ä  ^.  Ces  produils  for- 
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)nciU  anlant  de  pctiics  tables  qu'il  y  a  de  diff^ronces.  Chacune 
de  ces  pctites  tables  se  trouve  placec  iininedialcmcnt  aii-dessous 
de  la  diflerence  dont  eile  indique  les  paiiies.  Elle  est  divis6e  en 
deux  colonncs  par  une  lignc  vcrticale  :  h,  gaiiche  sont  les  nom- 
bros  de  dixieines  dcpuis  1  jusiju'ä  9  ;  ii  droitc  et  en  rogard  sont 
les  parlies  correspondantcs.  On  verra  plus  loin  quel  est  l'iisage 
de  cos  tables. 

Mais  conime,  vers  le  commencement  des  lablcs,  ces  difförences 
se  trouvent  trop  nombreiises,  et,  par  cons^qiient,  trop  pi^s  les 
unes  des  autres,  elles  n'auraient  pas  permis,  si  elles  n'eussent 
occupe  qu'une  colonne,  de  placcr  les  petites  tables  des  parlies 
proportionnelles  dans  l'intervalle  qui  se  serait  trouv6  entre  elles. 
G'est  pourquoi  on  les  a  dispos^es  d'abord  sur  deux  colonnes  : 
la  premiere  de  ces  difförences  occupe  la  premiere  colonne ;  les 
deux  suivante?,  sans  sortir  de  la  ligne  horizontale  oü  ellcs  doi- 
venl  etre  placees,  sont  repoussees  ä  droite,  et  occupentla  se- 
conde  colonne;  les  deux  differences  qui  suivent  se  trouvent  sur 
la  premiere  colonne,  et  les  deux  suivantes  sur  la  seconde  ;  ainsi 
desuite.  Dans  les  qualre  premieres  pages  on  n'a  plac6  les  tables 
des  parlies  de  ces  differences  que  de  deux  en  deux. 

Pour  rendre  ces  explications  plus  claires,  iious  reproduisons 
ici  l'une  des  pages  de  la  table  de  Callet. 
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L.  885. 


N. 

0 

1 

3669 

2 
3725 

3 

3782 

4 
3838 

5 

3895 

6 

3951 

7 
4008 

8 

4065 

9 

4121 

UFF. 

7680 

885.3612 

57 

81 

4178 

4234 

4291 

4347 

440A 

446U 

4517 

4573 

4030 

4686 

1 

6 

82 

4743 

48üli 

485Ü 

4913 

496': 

5026 

508. 

5139 

5U)5 

,5252 

2 

11 

83 

5308 

5365 

.W21 

5478 

b534 

.591 

5647 

5704 

.5761 

5817 

3 

17 

84 

5874 

5930 

5987 

6043 

6100 

6150 

6213 

6269 

6326 

0382 

l 

6 

7 
8 

23 
29 
34 
40 
46 

7080 

6439 

6495 

(i552 

6608 

666.^ 

.721 

6778 

6834 

6891 

6947 

86 

7004 

7060 

7117 

7173 

7230 

7286 

734o 

7399 

74.56 

7512 

87 

7569 

7625 

7682 

7738 

7795 

78.1 

7908 

7964 

8021 

8077 

8S 

8134 

8190 

8247 

8303 

8360 

8U6 

8473 

8.529 

8586 

8642 

9 

51 

89 

8699 

8755 

812 

■^86.S 

S9>.' 

8981 

9037 

9094 

9150 

9207 

7t];iJ 

92t'3 

9320 

9376 

9433 

9489 

9546 

9602 

9659 

9715 

9772 

91 

9828 

9885 

9941 

9998 

886. 

0054 

0110 

016^ 

0223 

0280 

0336 

92 

0393 

0449 

0500 

0562 

1)61' 

0075 

0732 

07.^8 

0844 

0901 

93 

0957 

1014 

lü-0 

1127 

118:- 

1240 

1296 

1352 

1409 

1465 

94 

1522 

1578 

1635 

1691 

174.'^ 

1804 

1860 

1917 

1973 

2030 

7i';9."i 

2086 

2143 

2199 

2256 

2312 

23GS 

2425 

2481 

2538 

2594 

96 

2651 

2707 

2703 

28-iO 

2876 

2!i33 

2989 

3046 

3102 

3158 

' 

97 

.3215 

3271 

3328 

33S4 

3441 

»497 

3553 

3610 

3666 

3723 

98 

3779 

3835 

389l' 

3948 

400.S 

4061 

4118 

4174 

4230 

4287 

99 

4343 

4400 

4456 

4512 

456^: 

4625 

4682 

4738 

4704 

4851 

770Ü 

4907 

4  64 

50i0 

5076 

5133 

5189 

.V246 

5302 

.53-^8 

5415 

Ol 

5471 

5528 

2584 

5640 

5697 

5753 

5810 

5866 

5922 

.5979 

02 

6035 

6092 

6148 

6204 

6261 

6317 

6373 

6430 

6486 

6543 

03 

6599 

6655 

6712 

6768 

6Ä24 

6881 

6937 

6994 

7050 

7106 

04 

7163 

7219 

7275 

7332 

73.S8 

744.S 

-501 

75.'i7 

7614 

7670 

7705 

7726 

7783 

7839 

7896 

7952 

.S008 

8065 

8121 

8177 

8234 

06 

8290 

8i46 

8'tO' 

S459 

8515 

8572 

8628 

8685 

8741 

8797 

07 

8854 

8910 

8966 

9u23 

V'079 

913.S 

9192 

9248 

9304 

9361 

08 

9417 

9473 

9530 

9586 

9642 

9699 

9755 

9811 

9868 

9924 

09 

9980 

887. 

0037 

0093 

0149 

0206 

026' 

0318 

0375 

0431 

0487 

7710 

0544 

U6Ü0 

0656 

1)713 

07i  9 

0825 

0882 

0938 

0994 

105i 

11 

1107 

1163 

122'i 

1276 

1 33i 

i3.89 

l')45 

1501 

1 558 

1614 

12 

1670 

1727 

1783 

1 8:i9 

1895 

1952 

2008 

2064 

2121 

2177 

13 

2233 

2290 

2346 

2402 

24.59 

2515 

2571 

2627 

2084 

2740 

14 

2796 

2853 

2909 

2965 

31)22 

3078 

31  i4 

3 1 90 

3247 

3303 

77  In 

3359 

3416 

3472 

3528 

358^ 

36  U 

3697 

3753 

3810 

3866 

lü 

3922 

3978 

4035 

409. 

4147 

4204 

4260 

4316 

4372 

4429 

17 

4485 

4541 

4598 

4654 

47  K 

4706 

4823 

4879 

4935 

4991 

18 

.5048 

5104 

.160 

5217 

5273 

S329 

.■>385 

5442 

5498 

5.S54 

19 

561U 

5067 

5723 

..7  79 

.,8,;:. 

5892 

5948 

6004 

0060 

6117 

7720 

6173 

622't 

6286 

63  Vi 

6398 

6454 

6511 

6567 

6623 

0679 

21 

6736 

6792 

6848 

6904 

6961 

7017 

7073 

7129 

7 1 85 

7242 

22 

729.S 

7354 

7410 

74'i7 

7523 

7579 

7635 

7692 

7748 

7804 

23 

7860 

-917 

7973 

8029 

808.i 

8142 

8198 

8254 

8310 

8366 

24 

8423 

8479 

8535 

^l')91 

864S 

8704 

8700 

88'6 

8872 

8929 

7725 

89.S5 

90  U 

9097 

9154 

92 1( 

9  60 

932.' 

'1378 

943.S 

9491 

26 

9547 
888 

9603 

9659 

9716 

977v 

)82S 

9884 

9941 

9997 

0053 

27 

0109 

016.' 

0222 

0278 

0334 

03'- C 

0440 

0503 

0559 

0615 

28 

0671 

i)72- 

0784 

0841 

089  ( 

0(1.52 

10l)^ 

106'i 

1121 

1177 

29 

1233 

128! 
1 

134i 
2 

140- 
3 

1451- 
4 

1514 
5 

157C 
6 

162C 
7 

1683 
8 

173? 
9 

i\. 

0 

Alg.  B.  Ire  Partie. 
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On  voil  dans  la  tal)lo,  a  gaiiche  (fe  la  colonne  N,  deux  aulrcs 
colonnes,  (jue  uous  n'avons  pas  ivproduilos,  parce  qu'cUes  n'ont 
aucuii  rappurt  avec  la  tliöorie  dos  logarilhmcs. 


§  V.  Usagc  dos  tables  de  logarithmes.  • 

577.  Probleme  I.  Un  nombre  quelconque  etant  donndy  trouver 
son  logarilhme,  par  le  moyen  des  tables. 

Le  nombre  donn6  peut  6tre  entier  et  plus  petit  qua  108000; 
ou  bien,  il  pcut  ßtre  dreimal,  ses  chit'fres  formant,  abslraction 
faile  de  la  virgule,  un  nombre  moindrc  que  108000.  On  ram^ne 
ce  second  cas  au  prcmier;  el  Ton  considöre  d'abord  le  nombre 
cofnme  s'il  ctait  entier,  sauf  ä  donner  ensuite  a  son  logarithme 
nne  caracteristiquc  convenable. 

1"  Gas.  Si  le  nombre  donn6  est  moindre  que  1200,  on  le  trou- 
vera  dans  la  premiöre  cbiliade,  parmi  les  nombres  naturels  qui 
sont  dans  les  colonnes  marquöes  N.  Le  nombre  qu'on  trouvera 
h  sa  droite,  sur  la  mdme  ligne,  et  dans  la  colonne  suivante,  in- 
tilulee  Log.,  sera  la  partle  döcimale  de  son  logarilbmc;  quant 
ä  la  caraclöristique  qui  convient  ä  cc  logarilbiiie,  eile  est  tou- 
jours  egale  ä  0,  1,  2  ou  3,  selon  que  le  premier  chiCfre  signifi- 
catif  du  nombre  exprime  des  unit6s  simples,  des  dizaines,  des 
centaines  ou  des  mille. 

2"  Gas.  Si  le  nombre  donn6  est  compris  entre  1020  et  10800, 
on  le  cbercbera  dans  la  table  qui  vient  aprös  la  chiliade  I;  et 
l'ayant  lrouv6  dans  Ja  colonne  inlitulee  N,  on  consnltcra  la  co- 
lonne suivante,  marquee  0.  Si  Ton  y  voit  sept  cbifTres  de  front 
dans  lalignement  du  nombre  nalurcl,  on  aura  tout  d'un  coup 
la  partie  döcimalc  du  logarithme  chcrche.  Mais,  si  Ton  n'y 
trouvc  que  quatre  figures ,  elles  donneront  les  quatre  dcrniers 
chllTresde  la  meme  parliedecimale;  ensuilcon  remarqueraqu'il 
regne,  ä  leur  gauche,  unc  margc  ou  espacc  bianc;  on  suivra 
ccttc  niarge  en  montant;  et  le  premier  nombre  de  trois  cbiliVes 
qu'on  y  reiiconlrcra,  exprimcra  los  trois  prcniicrcs  (igures  de  la 
parlie  d^cimale  du  logarithme  chcrche.  I"lcrivanl  donc  ce  nom- 
bre vers  la  gauche  des  quatre  cliiClres  qu'on  a  dejä  trouväs,  on 
aura  un  nombre  de  sept  cbiffres  comme  ci-dcssus:  enhn  on  y 
joindra  une  caracteristiquc  convenable.  Par  exemple,  ä  cöt6  de 
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7680,  je  trouve  8853612  sur  la  mfime  ligne  et  dans  la  colonne 
marquäe  0;  j'ai  donc,  tout  d'un  coup,  la  partie  döcimale  du  lo- 
garithme  que  je  cherche;  il  ne  rae  reste  plus  qu'ä  yjoindre  la 
caract^ristique  3.  Si  le  nombre  6tait  7,680,  la  caract6ristique 
seraitzöro;  eile  serait  1,  si  le  nombre  etait  76,80;  2,  s'il  6tait 
768,0.  A  cöt6  de  7695,  dans  la  colonne  marqu^e  0,  je  ne  trouve 
que  2086 ;  mais,  en  suivant  la  marge,  le  preniier  nombre  que  je 
rencontre,  en  montant,  est  886;  mon  logarilhme  est  donc 
3,8862086.  Si  le  nombre  avait  cinq  figures,  et  qu'il  lüt  moindre 
que  108000,  on  Irouverait  de  mörae  son  logarilhme. 

3"  Gas.  Si  le  nombre  est  compris  enlre  10800  et  108000,  il  a 
le  plus  ordinairement  cinq  chiflrcs  significatifs;  on  fera,  pour 
un  instant,  abstraclion  du  dernicr,  et  Ton  cherchera,  comme  ci- 
dessus,  le  nombre  qu'expriment  les  quatre  premiers.  On  suivra 
de  reell  la  ligne  sur  laquelle  on  l'aura  trouve,  en  la  parcourant 
de  gauche  ä  droite,  jusqu'ä  ce  qu'on  soit  dans  la  colonne,  en 
haut  de  laquelle  est  öcrit  le  cinquiöme  chiffre  dont  on  a  fait 
abstraclion.  Les  quatre  figures  qui  sont,  tout  ä  la  fois,  dans 
raiignement  des  quatre  premiers  chiffres  du  nombre  donnö,  et 
dans  la  colonne  qui  repond  au  cinquieme,  exprimeront  les  qua- 
tre dernieres  decimales  du  logarithme  de  ce  nombre.  Quant  aux 
trois  premii^res,  on  les  trouvera,  comme  ci-dessus,  en  remon- 
tant  le  long  de  la  marge  de  la  colonne  intitulee  0.  Soit,  par 
exemple,  772,37  dont  on  veut  le  logarilhme;  je  cherche  7723 
dans  la  colonne  N,  je  ne  vois  rien  dans  son  alignement  ä  la 
marge  de  la  colonne  0;  mais  un  peu  plus  haut,  je  rencontre  887 
dans  Celle  marge,  je  parcours  la  ligne  du  nombre  7723,  et  je 
m'arrßte  ä  la  colonne  marqu6e  7,  sur  laquelle  (dans  l'aligne- 
ment  de  7723)  je  trouve  8254.  La  parlie  decimale  de  mon  loga- 
rithme est  donc  0,8878254;  et  ce  logarilhme  est  2,8878254.  Si 
le  nombre  6tail  compris  entre  100000  et  108000  on  trouverait 
de  möme  son  logarilhme. 

578.  Gas  ou  le  nombre  donn^  n'est  pas  dans  la  table.  Les 
explicalions  tres-dötaillt^es,  qui  pr6cödent,  donnent  le  moyen 
de  trouver  le  logaiithnie  d'un  nombre  enlier  moindre  que 
108000,  etceluid'un  nombre  dreimal,  dontks  chiffres,  abstrac- 
lion faite  de  la  virgule,  expriment  un  nombie  infdiicur  ä  cette 
limite.  Pour  trouver  les  logarilhmes  des  nouibrcs  plus  grands. 
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on  reinarquc  qu'cn  divisnnt  ccs  nombres  par  unc  puissancc  con- 
vt'iiahle  de  10,  on  poiirra  (oiijours  Ics  reduirc  ä  ötie  compris 
daiis  les  liinites  de  la  lalilo,  Or,  uiie  parcille  division  diiiiimic  uii 
logarillune  d'iiii  iioinl)re  cnlier  d'uiiilös  (o74),  et  ne  cliange 
pas,  par  cons6qiienl,  sa  pailie  deciiiiale.  Le  probleine  se  r(iduit 
donc  ä  troiiver  le  logarilhmed'mi  nombre  qui  n'est  pas  cnlier  et 
qui  est  inf(lTleur  ä  108000. 

Poiir  cela ,  on  admct  que,  dam  des  limites  peu  eloignies,  Vaccrois- 
sement  des  logarithmes  est  proportionnel  ä  celui  des  nombres. 

Soit,  par  exemple,  un  nombre  76807,753;  on  dira : 

le  logarilme  de  76807  est  4,8854008  ; 
celui  de  76808  est  4,8854065; 

leur  dilTerence,  indiqu^e  dans  la  table,  est  57  (unitßs  döcimales 
du  septieine  ordre);  par  consequeut,  lorsque  le  nombre  aug- 
raente  d'une  unite,  son  logarilbme  aiigmenle  de  57;  si  donc  le 
nombre  augmente  seulement  de  0,753,  son  logarilbme  augmen- 
tera  d'une  quantite  x,  d6termin(5e  par  la  proportion 

1  57 


0,753        X  ' 
d'oü  a;=  57X0, 753. 

Ainsi,  pour  avoir  x,  on  mvlliplie  la  difference  tahulaire  par  la 
partie  decimale  du  nombre  donne. 

Dans  la  multiplicalion  de  57  par  0,753,  il  ne  faudra  prendre 
que  la  partie  entiöre  du  produit ;  car  la  partie  decimale  expri- 
merait  au  plus  des  dixiemes  d'unil^s  du  septieme  ordre,  c'est- 
ä-dire  des  uniiäs  du  huitieme  ordre,  que  Ton  n^glige  dans  la 
valeur  des  logarithmes. 

Pour  muUiplier  57  par  0,753,  on  le  multipliera  successive- 
meiit  par  7,  5  et  3;  ces  produits  se  trouvent  tout  calcules  dans 
le  tableau  place  au-dessous  de  57,  derniere  colonne  ä  droite  de 
la  table.  Ils  sont  reduits  aux  chiffies  que  Ton  doil  conserver,  en 
supposant  que  le  multiplicateur  exprime  des  dixiemes.  Ainsi, 
vis-ä-vis  de  7,  on  trouve  40,  au  lieu  de  39,9  qui  serait  le  produil 
exact;  vis-ä-vis  de  5,  on  trouve  29  au  lieu  de  28,5;  vis-ä-vis  de 
3,  on  trouve  17  au  lieu  de  17,1.  Dans  le  cas  actuel,  5  exprimant 
des  cenliemes,  le  produit  correspondant  sera  2,9,  auquel  ou 
substiluera  3 :  3  exprimant  des  milliemes,  le  produit  corre 
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pondant  devra  etre  divise  par  JOO;  il  exprimera  alors  0,17,  et  on 
le  negligera. 

La  valeurde  x  sera,  d'apres  cela,  43;  et,  pour  avoir  le  loga- 
rithme  demand6,  il  faudra  ajouter  au  logarillmie  de  76807, 
43  unites  du  septieme  ordre;  ce  qui  fera  4,8854051. 

Si  Ton  voulait  le  logarilhme  de  76807753,  il  serail6vidernment 
7,8854051.  En  general ,  pourvu  que  Ton  conserve  les  mömes 
chiffres,  dans  le  meme  ordre,  ä  quelque  place  que  Ton  mette 
la  virgule,  la  partie  d^cimale  du  logarilhme  reste  la  mßme 

Remarque.  On  dispose  les  calculs  de  la  maniöre  suivante: 


Nombre. 

Logarithme. 

76807 

..      8854003 

7 

40 

5 

2 

9 

3 

•• 

17 

Log  76807,753  =  4,8854051 

Dans  raddi'iori,  on  n'ecrit  pas  les  sommes  partielles  prove- 
nanl  des  chiffres  siluös  ä  droite  de  la  ligne  verticale;  on  ne 
conserve  que  les  retenues  qu'elles  peuvent  donner  pour  le  sep- 
tieme ordre. 

579.  Probleme  IL  Un  logarithme  etant  donn^y  trouver,  par  le 
moyen  des  tables,  le  nombre  auquel  il  appartient. 

1"  Gas.  Si  le  logarithme,  abstraction  faite  de  la  caracteris- 
tique,  se  (rouve  parmi  ceux  de  la  premiere  chiliade,  on  aura 
sur-lc-champ  le  nombre  qui  lui  corrcspond ;  ce  nombre  sera 
dans  la  colonne  marquee  N,  qui  prdcöde  immediatement  celle 
qui  conlient  le  logarilhme  donn6,  et  dans  l'alignement  de  ce 
logarilhme.  Apres  l'avoir  6crit,  on  placera  la  virgule,  de  ma- 
niere  que  le  nombre  ait  un  chiffre  enlier  de  plus  qu'il  n'y  a 
d'unil^s  ä  la  caracl6risliquc  [375). 

ExEMPLEs:  2,17026172  =  log  148; 

0,06781451  =log  1,169. 

2*  Gas.  Si  le  logarithme  ne  se  trouve  pas  dans  la  premiöre 
table,  on  cherchera  les  trois  premiörcs  döcimales  de  ce  loga- 
rilhme parmi  les  nombrcs  isoles  que  Ton  voit  dans  la  colonne, 
marquee  0,  de  la  seconde  table;  et  les  ayant  trouvees,  on  eher- 
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chera  les  qiialic  dcrniCres  figurcs  du  log.irithme  parmi  Ics 
nomhres  de  qualrc  chiffrcs,  qui  sont  dans  cette  mümc  colonne, 
en  descendant.  Si  Ton  trouve  ces  quatrc  dcnii6res  figures,  on 
vcrra  lo  nonil)re  cherch6  dasis  la  colonne  ni;)rquee  N,  et  sur 
leur  alignement.  On  ccrira  ce  nombre,  et  Ton  donnera  ä  la  vir- 
gule  la  place  que  lui  assigne  la  caracl6rislique  du  logarilhme. 

EXEMPLES:  4,8872796  =  log  77 140, 

2,8863779  =  log  769,8. 

Z"  Gas.  Si  Ton  ne  trouve  pas,  dans  la  colonne  marqu^e  0,  les 
quatre  derni^rcs  figurcs  du  logarithme  donnö,  on  s'arrötcra  ä 
Celles  qui  en  approchent  le  plus  en  moins;  on  suivra  la  ligne  sur 
laqucUe  on  se  sera  arrßte,  cn  la  parcourant  de  gauche  ä  droite; 
et,  si  Ton  trouve  dans  celle  ligne  les  quatre  derniöres  figures 
du  logarithme  donn6,  on  suivra,  cn  montant  ou  en  descendant, 
la  colonne  dans  laquelle  on  les  aura  trouv6es;  le  cliiffre  qu'on 
verra  ä  la  töte  et  au  pied  de  celte  colonne,  sera  la  cinquieme 
ligure  du  nombre  chcrcliä,  dont  les  quatre  premieres  se  trou- 
veront,  comme  ci-dessus,  dans  la  colonne  raarquc'e  N. 

Veut-on  savoir,  par  excmple,  ä  quel  nombre  appartiont  le 
logarithme  qui  a,  pour  partie  d6cimale,  8871276?  je.  cherche 
887  parmi  les  nombres  isoles  de  la  colonne  marqu6e  0 ;  je  par- 
cours,  en  descendant,  la  m6me  colonne,  et  je  trouve  que  1107 
approche  le  plus  en  moins  de  1276;  je  suis  la  ligne  qui  com- 
mence  par  1107,  et  je  trouve  1276  sur  celle  ligne;  je  monte 
dans  la  colonne  qui  contient  1276,  je  trouve  le  chiffre  3  ä  la  töte 
de  cette  colonne;  je  viens  ä  1276,  et  je  vois  que  la  ligne,  oü  il  se 
trouve,  repond  au  nombre  7711;  j'ecris  ce  nombre,  et  ä  sa 
droite  le  chiffre  3  que  j'ai  dejä  trouve  :  ce  qui  me  donne  77113. 
C'est  le  nombre  qu'il  fallait  trouver.  Je  place  ensuitc  convena- 
blement  la  virgule,  d'apres  la  valeur  de  la  caracteristique. 

ExEMPLES:  4,8871276  =log  77113; 

2,8871276  =  log771,13. 

k'  Gas.  Si  le  logarithme  donne  ne  se  trouve  dans  aucun  des 
cas  precödents,  pour  avoir  le  nombre  auquel  il  appartient,  on 
cherchera,  comme  ci-dessus  (3*  Gas),  le  logarilhme  qui  en  ap- 
proche le  plus  en  moins.  On  cherchera  le  nombre  entier  cor- 
respondanti  ce  nombre  et  le  suivant  comprendront  le  nombre 
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demandö,  et  l'on  cherchera  la  difl'erence  avec  un  de  ces  nombres 
entiers,  ä  l'aide  de  la  proportion  admise  (578). 

ExEMPLE.  Soit  ä  chercher  le  nombre  dont  le  logarithme  a, 
pour  partie  döcimale,  8870282.  Ori  trouvera,  comme  il  a  6t6  dit, 
que  ce  logarilhme  est  compris  entre  8870262  et  8870318,  qni 
correspondent  aux  nombres  77095  et  77096;  la  difl'erence  de 
ces  deux  logarithmes,  indiqu^e  dans  la  table,  est  57  unit6s  du 
dernier  ordre ;  et  le  logarithme  donn6  surpasse  le  plus  petit  des 
deux  de  20  unit6s  du  m6me  ordre.  On  dira  donc :  ä  une  difl'e- 
rence 57  entre  les  logarithmes  correspond  une  difförence  I  entre 
les  nombres;  donc,  ä  une  diff^rence  20  entre  les  logarithmes 
doit  correspondre,  entre  les  nombres,  une  difference  x  döter- 
minäe  par  la  proportion 

iZ  — 1- 

20  ""a?' 

20 
d'oü  Ton  conclut,  x  =  —  ;  et,  par  suite,  le  nombre  cherche  est 

0  / 

20 
77095  +  r;^,  ou,  en  reduisant  en  decimales,  77095,35. 

Ainsi,  pour  avoir  x,  il  faut  diviser  la  difference  entre  le  loga- 
rithme donne  et  le  plus  petit  de  ceux  qui  le  comprennent  par  la  diffe- 
rence tabulaire. 

Remarque  I.  Si  l'on  retranche  Tun  de  l'autre  les  deux  loga- 
rithmes consöcutifs  8870262  et  8870318,  on  trouve  pour  dif- 
ference 56  et  non  57.  On  peul  adopter  n6anmoins  la  diffe- 
rence 57  donn^e  par  Gallet,  qui,  ä  cause  des  chiffres  d^cimaux 
non  ecrits  dans  la  table,  est  peut-6tre  aussi  pres  de  la  verilable 
que  56. 

Remarque  IL  On  peut,  ä  l'aide  de  la  petite  table  des  parties 
proportionnclles,  effecluer  la  r6duction  de  x  en  dßcimales.  On 
y  cherche,  dans  la  colonne  de  droite,  le  nombre  qui  approche 
le  plus  de  20  en  moins;  on  trouve  17,  qui  correspond  ä  3;  3  est 
le  Chiffre  des  dixi6mes  du  nombre  cherche.  Comme  il  reste 
encore  (de  17  ä  20)  3  unitcs  du  septieme  ordre,  on  les  conver- 
tit  en  30  unites  du  huilicme  ordre;  on  cherche  de  nouveau, 
dans  la  colonne  de  droite,  le  nombre  qui  approche  le  plus 
de  30,  et  le  chiffie  5,  qui  est  ä  gauche  de  29,  est  le  chiffre  des 
centiemcs. 
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Uemarque  III.  On  disposc  Ic  caicul  de  la  maniöre  suivantc  : 

Logarilhme.  Nombre. 

8S70282 

8870262 77095 

20 35 

4,8870282  =  log  77095,35. 

Si  Ton  voiilait  Ic  nombre  qui  a  pour  logarlthme  5,8870282, 
il  serail  övidemment  770953,5.  En  gön6ral,  aprös  avoir  trouvc, 
coinmc  ci-dessus,  Ics  sept  chinVcs  cons(''culifs  du  nombre  de- 
niandö,  en  faisant  abstraclion  de  la  caractörislique  du  loga- 
rithme,  on  place  la  virgule,  de  matii{^re  ä  s6parer,  sur  la  gauclie, 
un  nombre  de  cbitrrcs  sup6rieur  d'une  unit6  ä  cclle  caractö- 
ristique. 

380.  Remarque  IV.  Nous  ne  pouvons  pas  indiquer  ici  la 
liraitc  de  l'errcur  quc  Ton  peul  commeltrc,  en  supposant  l'ac- 
eroissement  des  logarilbmcs  proportionnel  ä  celul  des  nombres. 
Nous  fcrons  obscrver  seulement,  que  rinspcction  des  tables 
montre  que  cetle  proportionnalile  est  ä  peu  pres  exacle  dans 
des  limites  assez  6cart6es.  La  difförence  de  deux  logarilbmes 
cons6cutifs  varie,  en  effet,  tres-lontcment;  et,  au  degr6  d'ap- 
proxiination  que  donnent  les  tables,  eile  reste  souvent  con- 
stante  pendant  plusieurs  pages;  il  en  r^sulte  6videmmcnt  que, 
pour  les  nombres  enliers  compris  dans  ces  pages,  l'accroisse- 
nient  des  logarithmes  est  proporlionnel  ä  celui  des  nombres. 

Lorsque  Ton  emploie  cette  proportion  pour  compl6ler  le  loga- 
rilhme d'un  nombre  («"78),  l'erreur  ne  porte  qne  sur  les  unit6s 
d^cimales  d'un  ordre  Interieur  au  septieme.  Lorsqu'on  l'applique 
ä  la  recbercbe  du  nombre  correspondant  ä  un  logarilhme  donn6 
(579),  eile  ne  peut  fournir,  au  degr6  d'approximalion  des  tables, 
que  deux  chiffres  au  plus,  en  sus  des  cinq  chiflres  que  donne  la 
lecture  directe. 


§  VI.  Application  de  la  theorie  des  logarilLmes. 
381.    MOYEN  d'eFFECTUER  LA  MULTIPLICATION,  LA  DIVISION,  ETC. 

Lorsqu'un  nombre  inconnu  resulte  de  mulliplicalions,  divi- 
sions,  6levalions  aux  puissances  ou  extraclions  de  racines,  effcc- 
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tuees  sur  des  nombres  donnös,  pour  däterminer  sa  valeur,  on 
cherche  celle  de  son  logarilhine,  qui  r6sulte  d'op6rations  beau- 
coup  plus  simples.  Le  logarillime  6tant  coniiii,  on  dL'termine  le 
riombre  correspondant,  comme  il  a  6t6  dit  (579). 

ExEMPLE.  Calculer  l'expression  : 

_v/3(i9. 625^X^^2629 
"        v/6258796» 
On  a,  d'apres  les  principes  (365}  et  suiv. : 

log  x=  ^log  36926,5  +  ]  log  2629  —  |  log  6258,96. 
7  5  a 

On  cherche  les  trois  logarithmes  dans  les  tables,  et  on  effectue  le  calcul  : 

1»  36926     5673323 

5 59 

log  36926,5=   4,5673382 
3  log  36926,5  =  13,7020146 

1  log  36926,5  = 1,9574307 

2'  log  2629       =    3,4197906 

^  log  2629       = 0,6839581 

3»  62589    7964980 

6 42 

log  6258,96=    3,7965022 

2  log  0258.96=    7,5930044 

I  log  6258,96  = 2,5310015 

O 

log  x  =   0,1103873 

1103873 

1103540  12893 

333  99 

Donc  :  a;=  1,289399. 

502.  Gas  ou  quelques  uns  des  nombres  donn^s  sont  plus 
PETiTS  QUE  L'UNiTE.  D'apres  nos  d6finitions,  les  nombres  plus 
grands  que  l'unite  ont  seuls  des  logarithmes.  II  est  donc  essen- 
tiel  quü  les  nombres,  sur  lesquels  on  opöre,  remplissent  tous 
cette  condition.  Or  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  cela 
ait  lieu ;  car,  si  Ton  a  ä  multiplier  un  nombre  par  un  nombre  a 

införieur  ä  l'unitö,  on  pourra  le  diviser  par  le  nombre  -,    qu 
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est  plus  grand  que  1;  et,  si  Ton  a  ä  le  diviserpara,onpourra 
le  multiplier,  au  contraire,  par-. 


ExEMPLE.  Calculer  l'expression  : 

On  ecnt  :  x=  li/  -jy-J   > 

et  Ton  a  :  log  ac  =5  Oog  13572 -log  II). 

Or  on  trouve  »  log  13572  =  4,1326439 

log  11  =  1,0'!  13927 


log  13572  — log  11=3,0912512 
2  {log  13572—  log  11)  =  6,1825024 

log  x=  I  (log  13572  -  log  11)  =  2,0608341 

0608341 

0608111 11503 

230 608 

Donc  :  a!=115,036l'8. 

585.  Gas  ou  le  nombre  a  calculer  est  moindre  que  l'unite. 
Si  le  nombre  ä  calculer  6tait  lui-m6iue  moindre  que  1,  nosdcfi- 
nitions  ne  lui  assigneraient  pas  de  logarithme.  Dans  ce  cas,  on 
le  multiplierait,  au  prealable,  par  une  pulssance  de  10  assez 
grande,  pour  que  le  produit  surpassät  l'unite;  on  appliquerait 
alors  la  melhode  pr6c6dente,  et  Ton  diviserait  le  r^sultat  par 
celte  puissancede  10. 


ExEMPLE.  Calculer  l'expression : 

a;=i/-Lx  0,5142. 


Comme  x  est  plus  petit  que  1,  on  le  multipliera  par  10",  n  devant  6tre  dc- 
termine  plus  tard;  et  l'on  aura  : 


10''Xa;  =  10"X  V 

7  ^  X  '^^' 

/  375'^  10000  — 

,  par  suite, 

10" 

ÜUO" 


/375X1C 
V        5142 


(10"Xa;)=?)-i0og375+log  10000— log  5142). 
o 
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Or  on  irouve  :  log 375  =  2;5740313 

log  10000  =  4, 
log  5142  =  3,7111321 


log  375+  log  10000  — log  5142  =  2,8628992 
g  (log  375  +  log  10000 — log  51 42)  =  0, 5725798 . 


On  voit  qu'il  suffira  de  prendre  n=\,  pour  que  la  soustraction  puisse  s'effeo- 
tuer.  On  aura  donc  : 

log  10a;  =  1-0,5725798  =0,4274202. 

ün  calcule  ensuite  le  nombre  correspondant  : 

0,4274202 

0,4274050 26755 

152  94 

Ainsi :  IOj; =2,675594;       d'oü      »  =  0,2675594. 

ij  VII.  Des  caracteristiquea  negatives. 

584.  Definition  de  la  caracteristique  nj^gative.  Nos  defi- 
nitions  n'assignent  pas  de  iogarithmes  aux  nombres  plus  petits 
que  l'unite;  et,  pour  6tendre  jusqu'ä  eux  le  b^nöfice  de  ce  pro- 
c6d6  abrege  de  calcul,  nous  venons  devoir  (583),qu'on  doitles 
rendre  sup^rieurs  ä  1,  en  les  multipliant  parune  puissance  con- 
venable  de  10.  Mais  ce  n'est  pas  ainsi  que  Ton  procede  ordinai- 
rement  dans  la  pratique.  On  ne  change  pas  les  nombres 
moindres  que  l'unite;  on  d6finit,  parune  Convention  formelle, 
les  Iogarithmes  de  ces  nombres,  et  Ton  demontre  que  le?  pro- 
prietcs,  dont  jouissent  les  iogarithmes  ordinaires  (n**'  56S  et 
suiv.),s'6tendentsans  modifications  aux  Iogarithmes  nouveaux. 

Pour  däfinir  le  logarithme  d'un  nombre  A  inferieur  ä  l'unilii, 
nous  remarquerons  qu'on  peut  toujours  multiplier  A  par  une 
certaine  puissance  n  de  10,  choisie  de  teile  maniere  que  le  pro- 
duit  soit  plus  grand  que  1,  et  ait  par  cons^quent  un  logarithme 
(oo7),  Or  on  a  vu  (574)  que,  lorsque  l'on  divise  par  10"  un 
nombre  plus  grand  que  10",  la  parlie  döcimale  de  son  loga- 
rithme ne  change  pas,  mais  la  caract^iistique  (qui  est  au  moins 
6gale  ä  n),  est  diminuäe  de  n  unites.  On  convient  d'etendre  ce 
th^oreme  aux  nombres  plus  petits  que  10",  Icsquels,  par  la 
division,  deviennent  inferieurs  ä  l'unitö,  et  de  nommer  loga- 
rithme de  A  le  logarithme  de  (AX 10")  diminue  de  n  unites. 
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ExEMPLE.  Qiielcslle  logarilhmc  de  0,0076807753? 

Si,  pour  fixer  les  itl6es,  on  multiplie  ce  nombre  par  1000,  de 
iiianiörc  ä  lo  rciulre  plus  grand  tpio  1  et  plus  petil  .juc  10,  Ic 
produitcst  7,6807753,  et  son  logaritlime  est  (570)  0,8854051. 

On  devra  retranclicr  3  du  rC'sullat  pour  avoir  le  logarilhme 
cherche.  Ainsi,  par  defiiiilion  : 

log  0,0076807753=0,8854051—3. 

Conime  3  est  un  nombre  cntier,  on  le  rctranche  de  la  caractö- 
ristique  qui  dcvient  negative,  et  la  partie  decimale  resle  posi- 
tive. On  öcritd'ailleurs  ainsi  le  r^^sultat  : 

log  0,0076807753="3,8854051. 

Si  pour  rendre  un  nombre  A  plus  grand  que  1  et  plus  petit 
que  10,  il  faul  le  mulliplier  par  10",  la  caracl6ristique  du  pro- 
duit,  qui  est  zero,  devient — n  apres  la  soustraclion.  On  en  con- 
clut  aii^^ment,  (jue  la  caraclcrislique  ncgaiivc  du  logarithme  d'un 
nombre  inßrimr  ä  l'unite,  contient  wn  nombre  d'unites  egal  au 
rangquoccupe,  ä  partir  de  la  virgule,  U  premier  chiffre  significatif 
du  nombre. 

58o.     CaLCULS  RELATIFS  AUX   NOMBRES  MOINDRES   QUE  l'uNITJ^. 

Ilr^sultedela  Convention,  qui  sert  de  dcfinition  aux  logarlthmes 
des  nombres  inf6rieurs  ä  l'unite,  que  Ion  calcule  la  partie  de- 
cimale de  ces  logarithmes  d'apres  les  regles  posees  (377  et  o7Ö), 
c^est-ä-dire  enfaisant  abstraclion  dela  virgule,  et  que  Von  donne  en- 
suite  au  resultat  une  caracteristique  negative,  dont  la  valeur  est  egale 
au  rang  du  premier  chiffre  significatif  du  nombre  apres  la  virgule. 
Inversement,  on  calcule  les  chiffres  du  nombre  correspondant 
ä  un  logarilhme  dont  la  caracteristique  est  negative,  d'apres  les 
regles  posees  (579  et  580),  cest-ä-dire  en  faisant  abstraction  de  la 
caracteristique ;  et  Von  place  ensuite  la  virgule,  de  maniere  que  le 
rang  du  premier  chiffre  significatif,  ä  partir  de  la  virgule,  soit  egal 
au  nombre  d'unites  de  la  caracteristique. 

586.  Extension  des  propri^tes  des  logarithmes  au  gas  ou 
LES  nombres  sont  MOINDRES  QUE  l'unite.  La  propri6te  fonda- 
mentale  des  logarilbmes  consiste  en  ce  que  le  logarithme  d'un 
produit  de  deux  facteurs  est  egal  ä  la  somme  des  logarithmes  des 
deux  facteurs.  Nous  allons  monlrer  que  cette  propri6t6  s'etend  au 
cas  oü  les  facteurs  sont  moindres  que  l'unite. 
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Soient  deux  norabres,  A,  B,  tous  deux  inferieurs  k  1  :  soiciit 
lOP  et  10'  les  puissances  de  10,  par  lesquelles  on  doit  les  multi- 
plier,  pour  qu'ils  deviennent  plus  grands  que  1  et  plus  pelits 
qua  10.  Les  logarilhmes  des  deux  produits  seront  compris  entre 
0  et  1  (575) ;  de  sorte  qu'en  les  dösignant  par  0,a  et  0,ö,  on 
aura  : 

lüg(Axi0P)  =  O,a,        log(Bxl0')  =  0,&. 

II  resulte  alors  de  la  d^finition  (5M),  que  : 

log  A=0,a — p,        logB  =  0,ö — q; 

et  par  cons6quent, 

logA+logB=0,a  +  0,&— p— g.  [1] 

D'un  aulre  c6l6,  la  propriete  fondamenlale  (5Go),  appliquce 
aux  nombres  (AXIOP)  et  (BXIO'),  plus  grands  que  1,  donne  : 

logi(AxlO'')(BxiO')}=]og(AXlOP)+log(BxiO'), 

ou  log(ABxlOP+')=0,a+0,ö; 

et  par  suite,  si  Ton  applique  au  nombre  AB,  qui  est  plus  petit 
que  1,1a  Convention  (584),  c'est-ä-dire, 

logAB=log(ABxi0P+9)— (p  +  g), 

on  en  conclut : 

logAB=    0,a-\-0,b  —  {p-\-q).  [2] 

Gomparant  enfln  les  egalitös  [1]  et  [2],  on  en  tire  : 

logAB=logA  +  logB.  [3] 

C'estce  qu'il  fallait  dömontrer.  On  dömontrerait  la  proposition, 
dans  le  cas  oü  Tun  des  nombres  A,  B,  serait  plus  grand  que  1, 
en  suivant  une  marche  analogue. 

La  propri6te  fondamentale  etant  ainsi  6tendue  ä  tous  les  cas, 
les  aulresproprietös  des  logarilhmes  (5C8,  5G9,  570),  se  Irou- 
vent,  par  cela  meme,  generalisöes  :  car  elles  sont  des  conse- 
quences  de  la  preniiere. 

587.  Regles  decalcul  pour  les  Operations  a  effectuer  sur 

LES  LOGARITHMES  A  CARACTERISTIQUE  NEGATIVE.    Uu    logarilluue, 

ä  caracl6rislique  negative ,  doit  6lre  regard6  comme  un  binome 
de  la  l'orme  (— a+6),  dans  Icquül — a  rcprösente  la  caraclö- 
ristiqueet  b  la  partie  deciinale.  Par  consequent,  si  l'on  rencontre 
un  pareil  nombre  dans  une  addition,  on  devra  addilionner  la 
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partic  cl6cimale,  et  soustniirc  la  caracltTistiquc.  Si  Ton  a,  au 
conlraire,  ä  le  sousirairc,  on  dcvra  rclranchcr  la  partie  döci- 
male,  et  ajoulcr  la  caraclörisliquc. 

EXEMPLES. 

Addition.  SoustractioD. 

2,7396452  £,5236729 

£,6854386  2,7854831 

2,6734895  2,7381898 
1,0985733 

Si  Ton  a  ä  mulliplier  un  nombre,  ä  caractöiistiquc  n(!'gative, 
par  un  nombre  entier,  on  multiplie  s6par6mcnt  la  partie  döci- 
male  et  la  caractdristique  par  le  multiplicateur,  et  Ton  fall  en- 
suite  la  rdduction. 


EXEMPLE. 

MuUiplication. 

3,89367386 

24 

357469544 

178734772 

21,44817264 

—  72 

Le  produit  est : 

Tl  ,44817264. 

S'il  s'agit  d'une  division  par  un  nombre  entier,  on  divise  d'a- 
bordla  caracteristique  negative  du  dividende  par  le  diviseur ;  et 
si  la  division  se  fait  exaclement,  on  acliäve  l'operation,  en  divi- 
sanl  la  partie  decimale.  Mais,  si  la  caracteristique  du  dividende 
n'est  pas  exactenient  divisible  par  le  diviseur,  pour  conserverau 
quolient  la  forme  qu'a  le  dividende,  on  prend  le  qaotient  par 
exces;  on  obtient  ainsi  la  caracteristique  negative  du  quotient, 
et  un  reste  posilif,  que  Ton  ajoule  ä  la  partie  decimale  du  divi- 
dende; et  en  divisant  la  somme  par  le  diviseur,  on  trouve  la 
partie  d6cimale  positive  du  quotient. 

EXEMPLES. 

Division  :!•' cas.  Division  :  2«  cas. 

)     c 


12,7328642 
2 


13,2672958 


2,1221440 


3.453459] 
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Le  Premier  cas  n'a  pasbesoin  d'explication.  Quant  au  second, 
on  remarque  qiie,  13  n'etant  pas  divisible  par  5,  et  le  plus  petit 
nombre,  superieur  ä  13  et  divisible  par  5,  6tant  15,  on  peut 
ecrire  le  dividende  sous  la  forme  — 15  +  2,2672958 ;  que  le  quo- 
tient  de  — 15  par  5  est  — 3,  et  que  celui  de  2,2672958  par  5 
est  0,4534591 ;  que  par  suite,  le  quotient  complet  est  3,4534591. 
Ce  r^sultat  s'obtient  6videmment  par  la  r^gle  6nonc6e  plus  haut. 

388.  Application.  Ces  Conventions  nous  permettentd'appliquer  les  proc^dös 
ordinaires  du  calcul  des  logarithmes,  dans  le  cas  oü  certains  nombres  sont 
moindres  que  l'unite ,  sans  qu'il  soit  ndcessaire  de  les  rendre,  au  prealable,  plu3 
grands  que  1.  Reprenons,  en  effet,  le  calcul  du  n"  383.  On  demande  de  cal- 
culer  Texpression  : 


Ona:  log  «=  ^  flog —  +  log  0,5142  j. 

Or  :  log  -^=  log  1  -  log 375  =0  —  2,5740313  =3 ,4259687 ; 

o7o 

puis  log0,5142=l, 7111321; 


donc  :  logri-  +  log  0,5142  =  3,1371008, 

375 

et  1  Aog  ^  +  log  0,5142^  =1.4274202. 

Par  suite,  le  nombre  correspondant  est  :  »  =  0,2675594. 

§  VIII.  Emploi  des  complements. 

589.  DEFINITION.  On  appelle  compUment  d'un  nombre  N  ä  10, 
la  difference  10  —  N.  Si  le  nombre  N  est  positif  et  plus  petit 
que  10,  les  chiffres  du  complement  sont  les  compl6menl3  ä  9  des 
chiffres  de  N,  ä  l'exception  du  dernier  chiffre  significatif  de 
droite,  qui  est  le  compl6ment  ä  10  du  dernier  chiffre  de  N. 

EXEMPLES.  0*3,72543  =  6,27457, 

C*7, 28540  =2,71460. 

Si  le  nombre  est  positif  et  plus  grand  que  10,  on  obtient  la 
partie  decimale  du  compUhncnt  d'apres  la  m6mc  regle ;  et  pour 
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avoir  la  parLie  enlit^re,  on  letranche  10  de  Ja  partie  eatiöredu 
noiiibre,  on  ajoule  1,  et  on  donnc  au  resultal  ie  signe  — . 

HXEMPLE.  GM2, 7258  =  3,2742. 

Car  on  a  ä  soustraire  de  10  le  nombre  12,7258  (5Ö7). 

Si  le  nombre  N  a  une  caraclerislique  nögalive,  on  ajoute  ä  10 
celte  caraclerislique ,  changee  de  signe,  en  la  diminuanl  d'une 
unile,  et  Ton  ccril,  ä  la  suile,  le  compleuient  de  la  partie  döci- 
niale. 

EXEMPLE.  C»'3,74652=  12,25348. 

Gar  on  a  ä  ex6cuter  rop6ralion  10  +  3  —  0,74652. 

ö90.  UsAGE  DES  coMPL^MENTS.  Lofsque,  dans  les  calculs  loga- 
rilhniiques,  on  est  conduit  k  faire  une  souslraclion,  on  la  Irans- 
forme  le  plus  souvent  en  addition,  ä  l'aide  des  complöments. 
On  a,  en  eflet,  identiquement : 

a  —  b  =  a-\-{lO'—b)—\0. 

II  SU f fit  done,  pour  calculer  la  diffcrence  (a  —  b),  d'ajouter  ä  a 
le  cornpl6ment  de  b,  et  de  retrancher  10  du  resultal. 

En  general,  pour  calculer  l'expression  ;a — b-\-c — d-\-e  —  f)f 
on  la  remplace  par  Texpression  equivalenle 

(a  +  G'ö  +  c  4- G'd  +  6  +  C7— 30), 
dont  la  valeur  s'oblient  par  une  addition. 

0 

ExEMPLE.  Calculer  la  cinquieme  puissance  de  ^.  On  a  { 

log   2= 0,30103000 

log  37=  1,56820172 
c' log  37=., 8,43179828 

log^= 2,73282828; 

Ol 


'<hy= 


5log^=   7,60414140. 


6641414 

6C41341 46146 

tT  77 

Doüc  (|-)°  =  0,OOOC004614677. 
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§  IX.  Des  diflFerents  syst^mes  de  logarithmes. 
591.   Il  Y  A  UN  NOMBRE  INFINI  DE   SYSTEMES  DE   LOGARITHMES. 

Oll  peut  chüisir  ä  volonte  deux  progressions,  l'une  par  diffe- 
rence  et  commengant  par  z6ro,  l'autre  par  quolient  et  commen- 
gant  par  I;  elles  fourniront  un  Systeme  de  logarithmes,  qui 
jouira  de  toutes  les  propri6t6s  d6montrees  (n°'  36o  et  suiv.). 
Ges  systemes  sont  donc  en  nombre  infini.  Ils  sont  liäs  les  uns 
uux  autres  par  une  loi  tres-simple,  qui  r6sulte  du  th6oreme 
suivant. 

392.  ThiSoreme.  Le  rapport  des  logarithmes  de  deux  nombres 

est  le  meine  dans  tous  les  systemes. 

m 
En  effet ,  solent  A  et  B  deux  nombres  quelconques ;  et  soit  — 

la  fraction,  ä  termes  entiers,  qui,  dans  un  certain  systöme,  re- 
presente  le  rapport  de  leurs  logarithmes.  Nous  aurons  : 

r-^  =  — ;      dou      nlogA=mlogB.  [1] 

log  B       n  °  °  '- 

Or  cette  derni^re  6galit6  6quivaut  ä : 

logA*  =  logB'";       d'oü      A"  =  B«.  [2] 

Mais,  si  Ton  considere  un  autre  Systeme  de  logarithmes,  dans 
lequel  les  logarithmes  soient  indiques  par  la  notation  log',  on 
pourra  prendre,  dans  ce  Systeme,  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  l'egahte  [2],  et  Ton  aura: 

1     /i  1     /D      j.  '      log'A      m  r-, 

nlog'A  =  wlog'B,     dou     1^  =  -'  [3] 

n         u  \os^'X      logA  r/T 

Par  suite :  1 — r-n  =  t^-ö-  W 

log  B      logB 

C'est  ce  qu'il  fallait  dömontrer. 

Remarque.  La  demonstration  pr6c6dente  suppose,  que  le  rap- 
port des  deux  logarithmes  consid6res  est  commensurable.  S'il 
n'eu  6tait  pas  ainsi,  on  pourrait  en  consid6rer  deux  autres,  aussi  1 
peu  differents  qu'on  voudrail  des  premiers,  et  qui  rempUraient 
cette  condilion  :  Ic  theor^me  s'y  appliquant,  quelque  rappro- 
ch6s  qu'ils  soient  des  deux  logarithmes  propos^s,  nous  rcgar- 
dons,  comme  6vident,  qu'il  s'apphque  6galement  ä  ceux-ci. 
Alg.  B.  I'«  Partie.  20 
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595.  CoROLLAiRE.  Oll  tire  de  Tögalitö  [4] : 

!£^-!£^  TM 

lügA~loyß*  ^J 

\insi,  le  rapport  des  logariilwies  d'un  meme  nombrey  dam  deux 
sysl^mes  differents,  est  le  meine  pour  tous  les  nombres. 

394.  Module.  Si,  pour  deux  systSmes  d6termin6s,  on  repr6- 
sente  ce  rapport  conslant  par  M,  on  a : 

log'A=MlogA.  [6] 

Par  consöquent,  lorsqu'on  connait  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  dans  un  certain  sysleme,  pour  avoir  les  logarithmes  dans 
un  autre  Systeme,  il  faut  multipUer  les  premiers  par  un  nombre 
conslant  M.  Ce  nombre  constaiit  s'appelle  le  module  du  nouveau 
Systeme  par  rapport  au  premier. 

59S.  Base.  II  rösulte  du  th6or6me  pr6c6dent,  qu'une  table  de 
logarithmes  6tant  conslruite,  on  pourra  en  conslruire  une  se- 
conde,  pourvu  que  Ton  conuaisse  un  seul  des  logarithmes  du 
nouveau  Systeme.  Gar  on  tire  de  l'egalitd  [4]  : 

Iog'A  =  logAx^.  [7] 

Si  donc  on  connait  log'B,  pour  avoir  le  nouveau  logarithme 

loo'B 
de  A,  il  suffira  de  multipüer  logA  par  le  rapport  connu  p^p. 

Pour  definir  un  systäme  de  logarithmes,  on  donne  ordinaire- 
merit  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  l'unit^.  Ce  nombre  se 
nomme  la  base  du  Systeme. 

La  base  du  Systeme  vulgaire  est  10. 

590.  CaLCUL   du  logarithme   d'un  nombre   dans  UN  SYSTEME 

QUELCONQUE.  D'aprcs  ce  qui  pr.^cede,  les  lables  de  logarithmes 
vulgaires,  calculöes  pour  le  cas  oü  la  base  est  10,  perraettent  de 
calculer  le  logarithme  d'un  nombre  dans  un  Systeme  quelcon- 
que.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  calculer  le  logarithme  de 
7698,  dans  le  Systeme  dont  la  base  est  12.  On  trouve,  dans  les 
tables  de  Gallet,  que,  dans  le  Systeme  dont  la  base  est  10, 

log  7698  =  3,8863779,        log  12  =  1,07918125. 
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Dans  le  syslfeme  dont  la  base  est  12 ,  on  a : 

log' 7698  =  rr,         log'12  =  l. 

Donc(593):         a;  =  3,8863779  X  ^^Yg^, 

ou  a;  =  3,60122815. 

397.  Calcul  de  la  base  d'un  Systeme  dans  lequel  on  connait 
LE  LOGARiTHME  d'un  nombre.  Proposons-nous,  par  exemple,  de 
trouver  la  base  du  Systeme,  dans  lequel  le  logarithme  de  25  est 
0,78321.  On  a,  dans  ce  Systeme,  en  designant  la  base  para;: 

log'a;  =  l,        log'25  =  0,78321. 

Mais,  dans  le  syslöme  vulgaire,  on  a : 

log  25  =  1,39794001, 

Donc(39o):        loga;  =  ^^^|^^^  =  1,7848853, 

et,  par  suite,  x  =  60,93759. 

EXERCICES. 

I.  Quelle  est  la  raison  q  d'une  progression  par  quotient  de  1 1  termes,  dont 
le  Premier  terme  est  10,  et  dont  le  dernier  est  100?  Quelle  est  la  somme  S  de 
cette  progression? 

On  trouve  :  q  =  l, 258925,      5=447,5910. 

ir.  Quelle  est  la  base  x  d'un  Systeme  de  logarithmes  dans  lequel  6  est  le  lo- 
garithme de  729? 
On  trouve  :  ar  .=  3. 

in.  Quelles  soiit  les  bases  commensurables ,  telles  qua  le  logarithme  de  20 
soit  commensurable  ? 
On  trouve  que  la  base  est  egale  k  20'',  p  6tant  entier. 

IV.  Quelle  est  la  base  x  du  Systeme  dans  lequel  un  nombre  entier  donn6  a 
est  6gal  ä  son  logarithme  ?  _ 

On  trouve  :  *=  V*« 

V.  R6soudre  le  syst&me  : 

x-  +  y^=a^,       loga5+logy=  — . 

On  remarque  que  la  seconde  6quation  equivaut  ä  xi/=7l0"i  et  Ton  est  ra- 
mene  ä  un  probl^me  coanu. 
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VI.  R^soudre  le  Systeme : 

«»  +  t/'  =  a*,      log  a;  +  logy=:?, 
Mäme  m^lhode. 

VII.  Calculer  l'expression  : 

(i/lU73-i872)** 
On  trouve  :  x=  6208,157. 

VIII.  Calculer  l'expression  : 

_.(7o,00007  82567)" 
*       ('^0,000389672)"* 

On  trouve  :  a;=  0,006875045. 

IX.  Calculer  l'expression  :  

■i, —i 

30 
danslaquelle  0=4,528627,  6  =  21,72857,  c=  — ,  d=0,00875,  «=4839. 

On  trouve  :  «  =  3966,30. 


Ja^^  +  h  \Jc 
X.  Calculer  l'expression  :      a;  =  — ^_  > 

]0\/d  —  ae^ 


52 


KV 

danslaqueUe  a  =  27,35825,  b  =  3,2782,  c=  —i  d=38,54,  e=0, 003528. 
On  trouve  :  x  =  0,3648341 . 


CHAPITRE   m. 

DES  INTERETS  COMPOSES  ET  DES  ANNUITES. 

§  I.  Des  int6rSts  composes. 

598.  Definitions.  Lorsqu'un  capüal  est  pr6t6  pendanl  uii 
certain  temps,  il  produil  un  b6nefice  que  Ton  nomine  son 
interet.  Le  taux  est  l'inleret  que  rapporte  un  capital  de  100  IV. 
pitile  pendant  un  an.  Ordinairement  Je  pröleur  recoit,  ä  la  fin 
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dechaque  annöe.lesinterßtss^^ip/es  de  soncapital.Maislorsque, 
au  lieu  de  toucher  ses  interöls,  il  losajoute  au  capilal,  ä  mesure 
qu'ils  sont  echus,  le  capital  augmente,  les  intörßts  grandissent 
chaque  annee;  et  Ton  dil  alors  que  le  capital  est  place  ä  interets 
composes. 

Dans  les  formules  que  nous  allons  d^montrer,  nous  repre- 
senterons  le  capilal  pr6t6  par  C,  le  capital  accru  de  ses  inttTÖts 
composes  par  A,  et  la  duree  du  prßt  (evalu6e  en  ann^es)  par  n. 
Nous  dösignerons  par  rl'interöt  rapport^  par  1  franc  en  un  an; 
de  Sorte  que  r  sera  le  centieme  du  taux. 

399.  FORMÜLE    GENERALE    DES    INTERETS   COMPOSifiS.     PuisqUB 

1'  rapporte  r'  par  an,  et  devient,  par  suite  (1  -\-  r),  au  bout  d'une 
annee,  un  capital  G  deviendra,  au  bout  du  meme  temps,  C(l-f  r). 
Ainsi,  pour  calculer  cc  que  devient  un  capital,  place  pendant  un 
an,  il  faut  le  multiplier  par  (1  -\-  r). 

Ca  capital  0(1  +  0»  plac6  au  comrnencement  de  la  seconde 
ann^e,  pour  un  an,  deviendra  donc  C(l  +r)(l  -\-r),  ou  C(l-}-r)*. 
Gelte  nouvelle  somme,  placee  pendant  une  troisi6me  annee,  se 
multiplie  encore  par  (1+r),  et  devient  C(l-f  r)^Et,  en  g6n6ral, 
la  somme  plac6e,  se  multipliant  chaque  annee  par  (1+r),  de- 
vient apr^s  n  ann6es  : 

A  =  C(l  +  r)».  [1] 

C'est  la  formule  des  interßts  composds. 

400.  Gas  ou  le  temps  du  placement  comprend  une  fraction 

d'annee.  Si  la  dur6e  da  pr^t  se  compose  de  n  annöes  et  de 

k  jours,  on  calcule  d'abord  ce  que  devient  le  capital  G,  apres 

n  annöes,  par  la  formule  [I].  Puis,  remarquant  que  1  franc 

kr 
rapporte  —  en  ä  jours,  ä  interöts  simples  (t  est  le  nombre  de 

V 

jours  de  l'annee),  on  en  conclut,  que  1  franc  devient,  aprös  ce 

temps   n  +  --j,  et  que  A  devient  A  (l  +  yj.  Donc,  en  d6si- 

gnanl  par  A'  le  capital  cherche,  et  en  remplagant  A  par  sa  va- 
leur  [I],  on  a  : 

A'  =  G(I  +  rr(l  +  ^).  [2] 

401.  Problemes.  Ges  fornmles  scrvent  ä  rösoudre  quelques 
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problömcs,  pour  Icsquels  Temploi  des  logaritlimes  est  indis- 
pensable. 

l^Quedcvicnt  nnc  somme  donnce  C,  placce  ä  un  taux  domü  lOOr, 
pendantun  temps  donne?  Oii  eniploio  l;i  füiniule  [l]  ou  la  for- 
mule  [2],  Selon  que  le  tenips  donn6  se  compose  d'un  nombrc 
exacln  d'annecs,  ou  qu'il  rcnfcrnie,  cn  outre,  un  noml)re  k  de 
jours. 

2"  Quelle  somme  faut-il  placer  aujourdlmi,  ä  un  taux  donne  1 00 r, 
pour  obtenir  une  somme  determinee  A,  apres  un  temps  donne?  On 
emploiü  encore  l'une  des  formules  [1]  et  [2j ;  et  Ton  a,  suivant 
les  cas  : 

3*  Un  capital  donne  G  a  ite  place  aujourd'hui;  il  a  produit  une 
somme  donnee  A,  apres  un  temps  donne.  Quel  est  le  taux  de  Vinteret? 
Si  le  temps  est  un  nombre  entier  d'annöes,  on  tire  de  la  for- 
male [1] : 


(l+r)  =  y/^.  [5] 


Mais,  si  le  temps  se  compose  de  n  annöes  et  de  /i;  jours,  11  faut 
employer  l'^quation  [2],  qui  est  du  (n+  1)""  degr6  par  rapport 
ä  r,  et  dont  la  r^solution  appartient  ä  l'algebre  sup^rieure.  On 
peut,  cependant,  par  quelques  tätonnements  convenablement 
dirig^s,  obtenir  promptement  une  valeur  approch^e  du  taux. 
On  remarque,  en  effet,  que,  d'a"pr6s  la  formule, 

kr\ 


A  =  G(l  +  r)"(l  +  ^),  [2] 


le  capital  A  augmente  avec  le  taux  r,  et  diminue  avec  lui,  Si 
donc  on  donne  ä  r  une  premi^re  valeur  arbltraire  r',  et  qu'on 
calcule,  par  logarithmes,  la  valeur  du  second  membre,  on  trou- 
vera  une  valeur  A',  plus  grande  que  A,  si  r'  est  Irop  grand,  et 
plus  petite  que  A,  si  r'  est  trop  petit.  En  comparant  la  valeur 
trouv6e  A'  avec  la  valeur  donnee  A,  on  saura  donc,  si  r'  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  le  taux  inconnu.  On  choisira,  d'apres 
cela,  une  autre  valeur  pour  r,  laquelle  donnera  Heu  ä  un  nou- 
veau  calcul  et  ä  une  nouvelle  comparaison;  et,  ä  l'aide  de  quel- 
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ques  essais,  on  resserrera  aisement  r  entre  deux  limites,  qui 
en  fourniront  promptement  une  valeur  approchöe. 

4°  Pendant  comhien  de  temps  faut-il  placer  un  capital  donne  C, 
pour  qu'il produise  une  somme determinee  A,d  un  taux donne  lOOr? 
Comme  on  ne  sait  pas  si  le  temps  inconnu  est  oii  n'est  pas 
compose  d'un  nombre  entier  d'annöes,  on  n'a  pas  le  droit  d'em- 
ployer  la  formule  [1],  qui  a  6t6  construile  pour  le  cas  oü  7i  est 
entier,  Cependant,  si  I'on  en  fait  usage,  on  a  : 

d'oü  Ton  tire,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  et 
en  divisant  ensuite  par  log  {l-\-r)  . 

log  A  — log  C  r-, 

Si  le  quotient  de  (logA — logC)  par  log  (1  -j-r)  estun  nombre 
entier,  il  est  evidemment  le  nombre  d'annees  cherchö;  car  la 
formule  [6]  entraine  la  formule  [1].  Si  le  quotient  n'est  pas  en- 
tier, il  faut  en  conclure  que  le  temps  inconnu  n'est  pas  un 
nombre  entier  d'annees.  Cependant  on  peut  prouver  que,  dans 
ce  cas,  la  parlie  entiere  du  quotient  est  laparlie  entiere  du  temps 
inconnu.  Gar  designons  parp  et  {p-\- 1)  les  deux  nombres  entiers 
consöcutifs  qui  comprennent  la  fraction  [6] ;  nous  aurons  : 

^logA  — logG  ^     ,    , 

d'oü  I'on  tire : 

plog(l  +  ^0<logA-logG<(p+l)log(l-|-r), 

ou  log(l+r/<log^<log(l-fr)'+'. 

De  lä,  revenant  aux  nombres,  on  conclut : 

{^-\-ry<^<{^  +  rr\    ou     C(l+r)-<A<C(l+r)''^  [7] 

in6galit6s  qui  prouvent  le  th^or^me  6nonce. 

Si  Ton  veut  maintenant  connaitre  le  nombre  k  de  jours  qui 
complölentle  temps  cherch6,  on  remarqucra  que  la  formule  [2], 
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que  Ton  aiirait  du  appliquer  dans  ce  cas,  donne,  cn  y  rempla- 
(;ant  n  par  p  : 

logA=logG+plog(l+r)+log(l  +  ^)  : 


,,  ,  ,  logA— logO  _ 


'o^'+t) 


log(l+r)       ^  '     log(l  +  r) 

lo"' A— lo^'G 
Or  p  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans   .'^   /,  ,  ^  « 
^  1       D  log  (14-^) 

Si  donc  on  designe  par  R  le  reste  de  cette  division,  lV'galit6  pr6- 

cMeule  pourra  s'^crire : 


R 


'=p 


^  '  log(l+r)     ^   '      log(l  +  r) 
donc  log(l  +  ^)  =  R.  [8] 

Onconnattra  donc  le  logarilhme  de  (1  + y)»  et  il  sera  facile 

d'en  tirer  f  1  +  -^  j ,  et,  par  suite,  k. 
Donnons  niaintenant  quelques  applications  num6riques. 

4:03.  Applications  numeriques.  Exemple  I.  Calculer  ce  que  devient  un  ea- 
pital  de  8000  francs,  au  iout  de  39  ans^  au  taux  de  4  -pour  100  yar  an. 

Formule  [1]  :  log  A  =  log  G  +  n  log  (1  +r). 

logC=log  8000=3 =3,9030900 

log  (l  +  r)  =  log  (1,045)  =  0,0191162904 
nlog(l+r)=391og  (1,045)  = =0,7455353 

log  A= =4,6486253; 

d'oü  A=  44527 ',19. 

Exemple  II.  St  Von  avait  placi  1  Centime  ä  5  pour  100,  au  commencemerU  dt 
Cere  chritienne,  que  serait-ü  devenu,  au  commencement  de  Vannde  1863,  c'est- 
ä-dire pendant  I8ß2  ans? 

Formule  [11  :  log  A  =log  C+  n  log  (1  +r). 

logG  =  log  (0,01)  = =2 

log  (1+r)  =log  (1,05)  =  0,02118929907 
nIog(l+r)  =  1862  10g  (1,05)  = =  39,3234475 

log  A= =  37,3234475; 
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d'oü  :  A  =  21059472  X  W*  francs  (approximativement) , 

nombre  de  38  chiffres. 

Afin  de  representer  cette  somme  6norme  sous  une  forme  plus  appreciablc, 
;alculonsles  üimensions  d'uuesphere  en  or,  qui  6quivaut  ä  la  somme  indiqu6e. 

La  densite  de  Tor  est  19,5,  et  le  prix  du  kilogramme  d'or  est  -        de  franc. 

Designons,  pour  cela,  par  x  le  rayon  de  la  sph^re  en  metres ;  son  volume  sera 

-^;   son  poids  sera  donc -^  X  19500  kilogrammes;   et,  par  suite,  sa  va- 

4ita;s    ,,^^„„       31000    ^  , 

leur  en  francs  sera  —^X 19500  x  — r— .  Onaura  donc  : 

4ir.TäX  19500X31000 
.      ^  = 27 ' 

s  27A 

et,  par  «uite  :  «»  = 


47tXl95üUX31000 

log  27  =    1,43136376 

log  A  =37,32344749 

C  log 4— 10=   1,39794001 

C  logit  —  10  =   T,50'285013 

C  log  19500—  10  =   "5,70996539 

C«  log  31000  —  10  =    5",50863831 


loga;^=:  28,87420509, 
log  X  =    9,6247350; 
d'oü  :  05  =  4214392X10'  metres. 

Ainsi  le  rayon  de  la  sphere  vaut  ä  peu  pr^s  4214392  kilomStres ;  et  son  vo- 
lume serait,  par  consequent,  plus  de  290  millinns  de  fois  le  volume  de  la  terra. 

ExEMPLE  III.  Quelle  est  la  valeur  actuelle  d'une  somme  de  7220  ff.  payable 
dans  33  ans,  Vinterit  ilant  ä  5  pour  100  par  an? 

Formule  [3]  :  log  C  —  log  k—n  log  (1  -f-r). 

log  A  =  log  7220  = =  3,85853720 

log  (1  +r)  =  log  (1,05)  =  0,021189?.99 
»log(H-r)  =  33  1og  (1,05)  = =  0,69924687 

logC=  =  3,15929033; 

d'oü  G  =  1443',08. 

Et  cette  somme  devicndrd,  par  accumulation  des  intörßts  ä  5  pour  100,   et  pen- 
dant  33  ans,  7220  fr. 

ExEMPLE  IV.  Une  somme  de  28895  fr.  a  iti  plac4e,  ilya  73  ans  :  eile  a  pro- 
dnit  250000  fr.  Quel  etait  le  tatix  de  VinterH? 

Formule  [5] :  log  (1  +  r)  =  l2LAlli2l£. 
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log  A  =  log  250000  =  5,3979400 

log  C  = log    28805  =  4,4008227 

log  A- log  C  =  0,9371173; 

log  (1  +  r)  =0,01283722-, 

d'oö  :  l+r  =1,03000. 

Le  taux  de  rintirftt  est  donc  3  pour  100. 

Fjcemplb  V.  En  combien  de  temps  un  capital  de  7700  fr.  devjen(-ti  42850  fr., 
l'intc'rät  etant  ä  4  pour  100  par  an  ? 

log  A  —  loa;  G 


Formulo  [G] : 


lug  (l  +  r)     • 

log  A  =  log  42850  =  4,6310508 
log  C  =  log  7700    =  3,8864007 


log  A  — log  G    =0,7454601, 
log  ( 1  +  r)  =  log  ( 1 ,04)  =  0,0 1 70333 . 

•        .-       ,  .•     ,0,7454601     ^     , 

Donc  n  est  la  parlie  entiore  du  quotient  .  On  trouve  : 

n=43ans,      et      R  =  0,0130282. 

Donc,  formule  [8]  :       log  [l+-  yW  0,0130282. 

Par  suite  :  1  +  y=  1,030453. 

T^     ,i  fr»"         «noA.ro  .         7         0,030453X365        -,o 

De  lä  :  —  =  0,030453,       et       fc=-2 — =278. 

t  0,04 

Ainsi  le  temps  cherchi  est  43  ans,  278  jours. 
§  II.  Des  annuites. 

403.  D^HNiTiON.  Une  perscnne  emprunte  aujourd'hui  une 
somme  G,  pour  n  ann6es,  au  taux  r  pour  un  franc  :  pour  s'ac- 
quitter,  eile  paye,  ä  la  fin  de  chaque  ann6e,  une  somme  d6ler- 
min6e  a,  calcul^e  de  maniere  qu'apräs  n  payements  egaux  ä  a, 
eile  atoutrembours6,  capital  et  int6r6tscompos6s.  La  somme  a, 
qu'elle  donne  ainsi  annuellement,  se  nomme  annuite. 

404.  Formule  generale  des  annuit^s.  Proposons-nous  de 
trouver  la  formule  qui  lie  le  capital  G,  l'annuit^  a,  le  taux  r  et  la 
dur6e  n  du  pret. 

Premiere  Methode.  Si  l'emprunteur  attendait,  pour  op6rer  le 
remboursemeüt  de  sa  dette,  la  fin  de  la  n*  ann6e,  11  devrait,  h 
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cctte  ^poque  (599),  G  (1  +r)".  Mais  il  paye,  ä  la  fin  dela  pre- 
miere  ann^e,  une  premiere  somme  a\  en  avangant  ainsi  de 
(n  —  1)  annees  ce  remboursement  partiel,  il  se  libere  d'uac 
somme  dont  la  valeur,  dans  le  compte  final,  doit  6tre  egale  ä 
a(l-f-^)"~*;  carelleaurait  port6inler^t,peadaiit  (n —  1) annees, 
entre  ses  mains,  s'il  l'avait  gardee.  De  meme  la  somme  a,  pay^e 
ä  la  fin  de  laseconde  annee,equivaut  ä  une  somme  a  (1  +^)"~^> 
payee  ä  la  fin  des  n  annees.  On  verra,  de  la  meme  manifere, 
que  la  somme  a,  payee  ä  la  fin  de  l'avant-derni^re  ann^e,  doit 
6tre  compt6e  pour  une  valeur  egale  ka{\  -\-r)\  et  que  la  somme 
ö,  pay^e  ä  la  fin  de  la  n'  annee,  entre  dans  le  compte  final 
pour  sa  valeur  a.  On  doit  donc  avoir  l'^quation  : 

G(i-|-rr  =  a(l+r)"-'+a(l+r)"-«+ +a(l+r)  +  a. 

Comme  le  second  membre,  ^ant  renver«6,  est  la  somme  des 
n  termesd'une  progression  geomelriquecroissante,  dont  le  prä- 
mier terme  est  a,  et  la  raison  (1  +  »"),  on  appliquelaformule  [7] 
du  n"»347,  et  l'ona  : 

C(l+r)'=''<'+;>"-'', 

ou,  en  chassant  le  denominateur  r, 

a|(l_|_r)»— l}  =  Cr(l+r)".  [1] 

Teile  est  la  formule  generale  des  annuites. 

40o.  Deuxieme  METHODE.  Ou  peut  obtenir  cette  formule  d'une 
autre  maniere.  L'emprunteur,  recevant  aujourd'hui  une  somme 
C,  doit,  ä  la  fin  de  la  premiere  ann6e,  C  (i  +r);  comme  il  rem- 
bourse  alors  une  somme  a,  sa  dette  se  r6duit  ä  G  (1  -f-'')  —  ös-  A 
la  fin  de  la  seconde  annde,  cette  dette  s'est  accrue  des  int6rets 
d'un  an;  eile  est  donc  devenue  {C(l-f-^')  —  o,]  (l  +  0>  ow 
Qi{\-{-ry  —  a{\  +r);  mais  alors  il  rembourse  une  nouvelle 
somme  a;  ce  qui  reduit  la  dette  ä  G(l-f-r)* — a{\-\-r) — a.  II 
est  Evident,  qu'ä  la  finde  la  troisi^me  annee, cette  dette  qui  s'est 
augment^e  des  interßts  d'un  an,  mais  qui  s'est  diminuee  d'une 
nouvelle  annuit6  a,  est  6gale  äG  (1+r)' — a{\.-\-ry—a{\-^r) — a. 
Et,  ä  la  fin  de  la  n""*  ann^e,  eile  est  egale  ä 

G  (l-fr)"— «(l+r)«^»— ....  ^  a{\-\-r)  —  ä. 

Or,  ä  cette  dpoque,  eile  doit  etre  nulle  j  ilfaut  donc  quel'expres- 
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sioii  pr6c6dente  soit  6gale  ä  z6ro;  et,  par  siiite,  qiie  Ton  ait 
l*6qualion : 

C(l+r)"  =  a(I+r)"~'+ö  (1-f  ?•)"-' +....4-a(I+r)+a, 

comme  dans  la  premi^re  m6lhode. 

40G.  Remarque.  On  peut  enfin  arriver  ä  la  formule  [1],  saus 
avoir  ä  sommer  une  progression  par  quolient.    Supposons,  en 

effet,  qu'un  individu  prßte  ä  un  autre  une  somme  -»  pour  n  an- 

n6es.  Le  d^biteur  devra  payer,  chaque  ann6e,  rint^rßt  simple 

-  X  r  ou  a;  et,  ä  la  fin,  il  devra  encore  la  somme  emprunt6e 

-.  Or,  concevons  que  cet  inl6r6t  soit  vers6,  au  moment  oü  11  est 

dö,  entre  les  mains  d'une  personne  tierce,  chargöe  de  le  faire 
valoir,  cette  derniöre  recevra  ainsi,  par  annuil6s,  n  sommes 
Egales  ä  a ;  et  eile  aura  entre  les  mains,  aprös  les  n  annöes,  tout 

ce  dont  le  capital  -  s'est  bonifie  pendant  ce  temps.  Or  cette  aug- 

mentation  du  capital  est-(l  +r)" ^.  Donc  cette  expression 

repr^sente  le  total  des  annuites  rembours6es;  et  comme,  par 
hypolhfese,  ces  remboursements  doivent  acquitter  la  dette,  on 
doit  avoir : 

f(l+r)--.^  =  C(l+r)», 

formule  qui  ne  difföre  pas  de  l'^quation  [I]. 

407.  Problemes.  La  formule  [1]  sert  ä  rösoudre  quatre  pro- 
blömes  difförents,  suivant  que  Ton  prend  pour  inconnue  l'une 
ou  l'autre  des  quatre  lettres  qui  y  entrent. 

1"  Quelle  annuite  a  faut-il  payer,  ä  lafin  de  chaque  annee,  pour 
amortir,  enn  annees,  un  empruni  donne  G,  et  ses i7Uerets  composes, 
le  taux  etant  r  pour  1  fr  am?  La  formule  [1]  donne  : 

Pour  appliquer  cette  formule,  on  calcule  d'abord  {\-\-rY  par 
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.ogarithmes;  on  en  retranche  l'unitö,  ce  qui  donne  le  denomi- 
nateur.  Puis,  ä  l'aide  de  la  formule  : 

log  a=log  Cr  +  n  log  (1  +r)  —log  j  (1  -fr)"  —  I }, 

n  calcule  log  a,  el,  par  suite,  a. 

2°  Quelle  somme  G  peut-on  emprunter  aujourd'hui^  en  offrant  de 
la  rembourser,  en  n  annees,  par  n  annuites  egales  ä  a,  le  taux  elant 
Y  pour  unfranc?  La  formule  [1]  donne  : 

a{(l-|-r)"-l} 
^-      r(i+rr      •  ^^^ 

Mßme  Observation  que  ci-dessiis  pour  le  calculparlogaritlimes. 
3"  On  emprunle  aujourd'hui  wie  somme  G,  au  taux  v;  on  se  pro- 
pose  de  la  rembourser,  au  moyen  d' annuites  egales  ä  a ;  pendant 
quel  tcmps  devra-t-on  payer  Vannuite?  La  formule  [1]  donne,  en 
la  r^solvant  par  rapport  ä  (1  -f-  '^j"  ' 

^     '    ^       a — Gr' 

d'oü  ron  conclut ; 

logg  — log  (g— Cr)  • 

""  ]og(l  +  r)        •  ^^J 

Le  Probleme  n'est  possible,  que  lorsque  (a  —  Gr)  est  positif ; 
car  les  nombres  negatifs  n'ont  pas  de  logarithmes  r^els.  On  voit, 
d'ailleurs,  a  priori,  qu'il  doit  en  etre  ainsi;  car  Gr  represente 
l'interöt  simple  du  capital  pr6te;  et  il  est  Evident  que  l'annuite 
o  doit  6tre  superieure  ä  cet  int6r6t,  pour  qu'on  arrive  ä  rem- 
bourser la  delte. 

Si  la  formule  [4]  donne  pour  n  un  nombre  entier,  ce  nombre 
resoudra  la  question.  Mais  si  la  division  ne  se  fait  pas  exacte- 
ment,  le  probieme  est  im  possible.  Gepeiidant,  on  peut  prouver 
que,  dans  ce  cas,  si  l'on  designe  par  p  et  (|)  -\-  1)  les  deux  nombres 
entiers  consecutifs  qui  comprennent  la  fraclion  [4],  un  nombre  p 
d^ annuites  n'acquillerait  pas  la  delte,  tandis  qu'une  annuite  de 
plusserait  plus  que  süffisante.  En  effet,  puisquc  l'on  a  ; 

^  los  0—  log  {a  —  Gr) 
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onaura  aiissi: 

plog(l  +  r)<loga  — log(a  — Cr)<fp4-l)log(l+r), 

ou  log  (1  +r)P<log^^<log  (1  +  rr» ; 

et,  par  suile,         (1  +r)''<  ^^<{^  -\-r)^'. 

On  peut  encore  chasser  le  d6noininateiir,  puisqu'il  est  positif ; 
ei il  vicnt :      (a— Cr)  (1  +ry<a  <(a  —  Cr)  (1  +  r)""^*  ; 
d'oü  Ton  tire  ais6ment : 

il(i±r)L:zLI<G(i+r^  '""+'-)'"-'i>c(i+rr-. 

Ces  deux  in^galil^s  prouvent  la  proposition  6nonc6e. 

On  appliquera  donc,  dans  tous  las  cas,  la  formule  [4] ;  eile 
donnera  le  nombre  p  des  aniiuit6s  ä  payer ;  s'il  y  a  un  reste,  on 

calculera  facilement  la  difference,  G  (1  -\-r)' — -y 

due  au  comniencement  de  la  (p  +  l)™'  ann6e;  et  Ton  en  fera 
l'objet  d'un  payement  special,  ou  d'une  Convention  particuli^re. 

4°  On  emprunte  aujourd'hui  une  somme  G,  et  Von  se  propose  de  la 
rembourser,  avecses  interets  composes,  en  payant,pendant  nannees 
une  annuüe  a;  quel  est  le  taux  de  Vinlerel? 

La  formule  [l]est,  par  rapport  ä  r,  une  equation  du  (n-f-l)"* 
degr^,  qu'on  ne  peut  r^soudre  qu'ä  l'aide  de  proc6d6s  particu- 
liers.  On  arrive  prompteinent  ä  une  valeur  approchee  de  r,  en 
s'appuyant  sur  la  remarque  suivante. 

Lorsque  C  et  R  sontdonnes,  le  nombre  n  des  annuites  augmente  ou 
diminue,  quand  le  taux  r  augmente  ou  diminue  lui-meme.  II  suftlt, 
•en  effet,  pour  s'en  assurer,  de  reprendre  la  seconde  m^tliode 
(40o),  qui  fournit  la  formule  generale  des  annuites;  on  recon- 
nait  que  la  delte,  ä  la  fin  de  la  premiere  annee,  C  (1  -fr)  —  a, 
est  d'autant  plus  grande  que  r  est  plus  grand  ;  qu'il  en  est  de 
mßme  ä  la  fin  de  chaque  ann6e,  puisqu'on  muUiplie  chaque  fois 
la  dette  prec^dente  par  (1 +r),  et  qu'on  diminue  ensuite  le 
produit  d'une  quantite  fixe  a.  Par  cons^quent,  si  n  payemenls 
suffisent  pour  annuler  la  dette,  lorsque  le  taux  a  une  certaine 
valeur  r,  ils  ne  suffiront  plus,  lorsque  le  taux  sera  plus  61ev6. 
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Celapos6,  reprenonsla  formule  [1]  sous  la  forme  : 

logr  a  —  log  (g  -  Cr) 
»»= log(l+r) '  t^^ 

formule  dans  laqiielle  r  est  l'intonnue.  Si  Ton  donne  arbitraire- 
ment  ä  r  uiie  valeur  r',  et  que  cette  valeur  soit  moindre  que 
Celle  que  Ton  cherche,  la  valeur  correspondante  n'  de  la  fraction 
[4]  sera  moindre  que  la  valeur  donn^e  n;  et  au  contraire,  n' 
sera  plus  grand  quen,  sir'  est  plus  grand  que  r.  Onsaura  donc, 
en  comparant  n'  ä  n,  si  la  valeur,  altribu6e  arbitrairement  ä  r, 
est  trop  forte  ou  trop  faible  ;  et  l'on  pourra,  par  suite,  ä  l'aide 
de  quelques  tätonnements  convenablement  dirig6s,  obtenir  ra- 
pidement  une  valeur  suffisamment  approch6e  de  r. 

408.  Applications  wuMfiRiQUES.  Exemple  I.  Quelle  est  l'annuitä  quiamortit, 
en  51  ans,  unesomme  de  34  600  fr.,  VintMt  äantäipour  100 par  an? 

Formule  [2] :     log  a  =  log  Cr  +  n  log  (1  +  r)  —  log  { (1+  r)"—  1 } . 
log(l  +T-)  =log  (1,04)  =  0,0170333393 
n  log  (1  +  r)  =  51  log  (1,04)  =  0,8687003 ; 
d'oü:  (I+r)»  =  7.390950. 

Cela  pose : 

log  Cr  =  log  1384 =  3,1411361 

«  log  (1  +  r)  = =  0,8687003 

logi  (i  +  r)»— 1}  =  log  6,39095=0,8055654     _ 

C'log  {(l  +  O'*-!}—  10= =  1,1944346 

logo  = =  3,2042710. 

Donc:  a=1600S556. 

Exemple  II.  On  place,  au  commencement  de  chaque  annee,  une  somme  de 

ro  fr.  au  taux  de  6  pour  100  :  quelle  somme  x  devra-t-on  recevoir  au  bout  de 

24  ans  ? 

o{(t  +  r)"^'-(l+^)} 

Formule:  »  = • 

r 

log  (1  +r)  =log  (1,06)  =0,0253058653 

(n+l)log  (l+r)=25log  (1,06)  =0,6326466; 

d'oüt  (l  +  r)-+'  =  4,29187; 

or  :  H-r=l,06 

doao:  (l  +  r)»+'-(l+r)=  3,23 187. 


320  LIVRE  IV. 

Cela  pos6  : 

^  log  a  =  log  50=  1,6989700 

log((H-r)"+'—  (l  +  r))  =  log3,'2:il87=  0,5004539 

C'log  r— 10=CMog  0,06—10=  1,2218488 

]ogx=  3,4302727 
Donc:  ät=2693',225. 

ExEMPLE  III.  Quelle  somme  C  peut-on  emprutder  aujourd'hui,  en  offrant  de 
payer,  pendant  37  ans,  une  annuiti  de  825  fr.  le  taux  dtanl  d  4  ^  PO"^  100? 

Formule  [3\  : 

log C  =  log  a  +  log  { (1  +  r)"-  1 )  -log  (1  +  r)-— log  r, 

log  (l  +  r)  =  log  (1,045)  =0,01911629 

n  log  (1  +  r)  =  37  log  (1,045)  =  0,7073027; 

d'oii  :  (l  +  r)''  =  5;09686. 

Cela  pos6  :  log  a  =  log  825  =  2,9164540 

log  { (1  +»■)"  —  1  )  =  log  4,09086  =  0,6124512 

C  log  (1+r)"  — 10  = =7,2926973 

C  log  r  -  10  =  C«  log  0,045  —  10  =  1,3467875 

log  C  =  4,1683900; 
d'oü  C  =  14736^,35. 

ExEMPLE  IV.  En  comhien  de  temps  une  somme  de  260  000  fr,  sera-t-elle 
amortie  par  une  annuitd  de  10000  fr.,  au  taux  de  3  -  pour  100? 

_  ,                                 log  a  — log  (a— Cr) 
Formule  [4]  :  n  = ^^g^^^r) ' 

log  a=log  10000  =  4 
log  (a  — Cr)  =  log  1550  =  3,1903317 

log  a— log  (a— Cr)  =  0,8096683 

log  (1  +  r)  =  log  (1,0325)  =  0,0138901. 

0,809fi683 
Donc  :  «  =  ■ =  58 

0,0138901 

On  devra  doncpayer  58  annuitös  de  10000  fr.  Mais,  comme  la  division  laisse 
un  reste,  la  somme  donnee  ne  sera  pas  amortie  entiörement.  Pour  terminer  le 
compte,  il  faut  calculer,  d'une  pari,  ce  qui  est  du  au  bout  de  58  ans,  c'est-ä- 
dire  s  =  260000  X  (1,0325)^';    calculer,  de  l'autre,  ce  qui  a  6te  pay6  par  ies 

annuites,  c'est-ä-dire  p  = .,  ,'    ,  ^ ;    et  prendre  la  difförence 

0,üi2o 

U-P). 
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log  260000  =  5,41497335  log  10000  =  4 

581og  (1,0325)  =  0,80562348  Uog  5,39180i  =  0,7317341 

log  s=  6,22059683;  C  Iog0,0325—  10  =  1,4881166 


d'oü :  5=1661869'.  logp  =  6,2198507; 

De  plus  (1,0325)"  =  6,391804.  p  =  1659017'. 

Donc  la  somme  qui  reste  due,  (s  — p)  =  2852  fr. 

ExEiiPLE  V.  On  emprunte  aujourd'hui  une  somme  de  35  000  fr.;  on  la  reiru 
bourse,  ainsi  qae  ses  interets  composes,  par  52  annuitc's  de  1600  fr.  chactme. 
Quel  est  le  taux  de  l'inlerät .' 

,    r,>  log  a  — log  (a  — Cr) 

Formule  [4    :  n=  -^^- :^ — r '-. 

•-  '  lOo'  U  +  r) 

Supposons  d'abord  :  r:=0,04  ;  il  en  rösulte  :  a  —  Cr=  200. 

log  a=log  1603=  3,2041200 
log  (o— Cr)  =  log  200  =  2,3010300 

logo— log  (o-Cr)  =  0,9030900, 
^  log  (1  +r)  =  log  (1,04)  =  0,0170333. 

En  divisant  0,9030900  par  0,0170333,  on  trouve  pour  quotient  53,  nombre  plus 
grand  que  52.  Donc  le  taux  est  moindre  que  4. 

Supposons  r  =  0,035;  alors  a— Cr:=375. 

log  a=log  1600=  3,2041200 
log  (o— Cr)  =  log  375  =  2,5740313 

log  o— log  (a— Cr)  =  0,ß3ü0887; 
log  (1  +r)  =  log  (1,035)  =  0,0149403. 

En  divisant  0,6300887  par  0,0149403,  on  trouve  pour  quotient  42,  nombre  beau- 
coup  trop  faible.  Donc  le  taux  est  beaucoup  plus  voisin  de  4  que  de  3  t, 
Supposons  donc  r=0,039;  alors  a  — Cr  =  235. 

log  o=  log  1600  =  3,2041200 
log  (a  — Cr)  =  lüg  235  =  2,3710679 

logo  — log  (a— Cr)  =  0,8330521; 
log  (l+r)  =  log  (1,039)  =  0,0166155. 

Le  quotient  de  0,8330521  par  0,0166155  est   50,   nombre  trop   faible  :  donc  le 
taux  est  supörieur  ä  3,90. 

Supposons  r  =0,0395;  alors  a— Cr  =  217,50, 

log  a=  log  1600  =  3,2041200 
log  (a— Cr)  =  log  2I7,.50  =  2,3374.593 

log  a  —log  (a  —  Cr)  .--  0,8666607 ; 
log  (l+r)  =log  (1,039.5)  ~  0,01G8245. 

Le  quotient  de  0,8666607  par  0,0168245  donne  51.  Le  taux  est  donc  supSrieur 
Alg.  B.  I"-«  Partie.  21 
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k  3',95.  11  est  dono  r.ompris  entre  3^9.")  et  4.  Oa  le  connait  ainsi  k  0',05  prcs  •, 
et  Ton  peut  ais6ment  poiisser  plus  loiii  rapproximation. 

409,  Gas  des  rentes  perp^tuelles.  La  valeur  de  raniuiilö 
a,  destinee  ä  acquiUerun  emprunt  C,  dans  un  temps  doiin6  n, 
diiuinuc  (juaiid  n  auf^iuente  :  car,  en  divisaiit  les  deux  tennes 
dusecond  meinbre  par  (1  +  '")")   la  tonnule  [2]  peut  s'6crire  : 

Cr 


et  Ton  voit  que,  plus  n  est  grand,  plus  .         .,  est  petit ;  plus  le 

denominateur  est  grand,  et  plus  la  valeur  de  a  est  petite.  Si  donc 
r^poque  du  reinbourseinenl  s'eloigne  ind6(iniineiit,c'est-a-dire, 
sl  n  grandit  indefiniment,  la  valeur  de  a,  toujours  sup6iieure  ä 
Cr,  puisque  le  denoininaleur  est  moindre  que  1,  diiiiinue,  et  a 
pourliiiiite  Cr,  c'est-ä-dire  rintöröt  simple  de  la  somme  prfttde. 
G'est  le  cas  de  la  rente  perp6tuelle. 


EXERCICES. 

I.  Un  Capital  de  8500  francs  est  plac6  ä  4  r  pour  100 :  que  devient-il  aubout 

de  41  ans? 
On  trouve  51663', 86. 

II.  Une  population  de  200009  ämes  augmente  par  an  de  1  7  pour  100  :  äcom- 
bien  montera-t-elle  dans  un  siecle  ? 

On  trouve  692681. 

III.  Combien  de  temps  un  capital  de  3500  francs  doit-il  etre  place,  k  5  pour 
100,  pour  s'ölever  ä  la  meme  somme  que  4300  francs,  plac^s  ä  4  pour  100,  pen- 
dant  18  ans? 

On  trouve  \8'"',lb>'"'". 

IV.  Deux  capitaux  sont  placös  ä  interöts  composes  :  Tun   de  38000  francs,  ä 

4  rpour  100;  l'autre  de  99398  francs,  a  3  r  pour  100;  en  combien  de  temps 

s' eleveront-ils  ä  la  m§me  somme? 
On  trouve  100  ans. 

V.  Quelle  est  la  valeur  actuelle  d'une  rente  anpnelle  de  1500  francs,  payable 
pendant  36  ans,  l'inl^ret  etant  ä  5  pour  100,  et  le  premier  payement  devant  se 
faire  dans  un  an? 
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r     f         ,       .                »        1500X(  (1,05)3«-!] 
La  formule  est  :  A  = ,,    '.' — —-, — -; 

et  l'on  trouye  24820',32. 

VI.  On  veut  payer  une  dette  de  25000  francs,  en  7  payements  annuels  6gaux, 
l'intöret  6taat  ä  4  pour  100.  Quelle  doit  ötie  la  valeur  de  Tannuite? 

On  t^ouve416o^l6. 

VII.  Quelle  est  l'annuite  qui  amortit  en  48  ans,  un  emprunt  de  36000  francs, 

3 
au  taux  de  3- pour  100  ? 

On  trouve  1628',  14. 

VIII.  On  veut  acheter  une  reute  de  3000  francs  pour  91650  francs.  Pour  com- 
bien  d'annöes,  ä  raison  de  3  pour  100,  doil-on  conceder  la  rente? 

On  trouve  84  ans. 

IX.  Quelle  est  la  valeur  actuelle,  au  taux  de  5  pour  100,  de  24  annuites,  dont 
la  premiöre  est  de  1000  francs,  payable  dans    un  an,  et  qui  croissent  en  pro- 

gression  geomötrique  dont  la  raison  est  —  ?  Calculer  le  montant  de  la  derniere 
annuite. 


La  formule  est :         S  = x 


a  \[  +  r) 


\  +  r- _q 

1  +  r 

dans  laqnelle  :         o  =  1000,    q=r— ,    )-=0,05,    n  =  24. 

On  trouve  :  S  =  50817S41. 

La  derniere  annuite  est  de  8954',30. 

X.  Un  ouvrier  depose,  au  commencement  de  chaque  semainp,  une  somme  o 
k  la  caissed'6paigne,  penlant  n  annees  cons^cutives.  Quel  est,  aprös  ce  temps, 
le  montant  M  de  son  livret,  le  taux  6tant  r  pour  I  franc,  et  les  intörötsse  capi- 
talisant  ä  la  fin  de  chaque  annee? 


On  trouve  :  }&=a\W)  + -^\ 


(l  +  r)«-l 


XI.  Une  personne  verse,  dans  une  banque  de  prevoyance,  une  somme  r,  au 
commencement  de  chaque  annee,  pendant  n  annees  consecutives.  On  demande 
quelle  somme  a  eile  doit  recevoir,  au  commencement  de  chaque  ann6e,  pen- 
dant les  2n  annees suivantes ,  pour  ßtre  entierement  remboursee  de  ses  avances. 

i;(l +»•)■'" 
On  trouve  :  


(l  +  r)"-|-i  • 


Xll.  les  conditions  6tant  les  m6mes  que  dans  le  problöme  pröcedent,  quel 
doit  etre  le  nombre  n,  pour  que  la  somme  o  soit  au  moins  6(?ale  k  k  fois  la 
somme  vi 
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On  trouvc  la  condition  :  

„■,,,■  ^^  +  VM"  +  ^>, 

(loü  l'oii  deduitune  limite  införieurepourn. 
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